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1 Introduction
Objectifs de la the`se
Toute conception de produit est soumise a` des variations qui peuvent eˆtre dues a` des
sources diverses, incluant par exemple les de´fauts de fabrication, les incertitudes sur les
proprie´te´s des mate´riaux et l’environnement. L’ignorance de ces variations peut se traduire
par des conceptions non robustes, one´reuses et de´faillantes. Par ailleurs, la re´duction des
variations est reconnue universellement comme e´tant la cle´ de l’ame´lioration de la fiabilite´
d’un produit et de la productivite´. En effet, en re´duisant les variations le plus toˆt possible
dans le cycle de vie d’un produit, les de´fauts sont minimise´s dans les phases en aval.
Selon Taguchi (1978), pionnier de la conception robuste, « au lieu d’e´liminer ou de re´duire
les causes de la variabilite´ des performances d’un produit, il est pre´fe´rable d’ajuster sa
conception afin de le rendre insensible aux causes des variations ». La conception robuste
vise ainsi a` optimiser les parame`tres de conception d’un produit et de son proce´de´ de
fabrication afin de re´duire la sensibilite´ de ses performances aux incertitudes. Ces dernie`res
peuvent provenir d’erreurs de mesure, des tole´rances dimensionnelles et ge´ome´triques,
d’e´ve`nements futurs ne pouvant eˆtre connus, des changements de l’environnement.
La de´marche utilise´e en conception robuste est aussi valable dans d’autres domaines que
celui de l’inge´nierie, tels que l’e´conomie, les sciences physiques, la presse. Par exemple, la
notion de robustesse peut eˆtre utilise´e lors de la planification de la production de l’e´nergie
d’une centrale e´lectrique lorsque la demande n’est pas connue, la vente d’un quotidien, ou
encore lors de l’allocation de budgets a` diffe´rentes activite´s non utilise´s dans l’imme´diat.
Les travaux pre´sente´s dans cette the`se portent sur l’e´tude de la robustesse de me´canismes.
Ce sont principalement des me´canismes articule´s d’architecture se´rielle ou paralle`le. Parmi
les inte´reˆts d’ame´liorer la robustesse d’un me´canisme, nous pouvons citer l’e´largissement
du domaine de variations admissible en vue de simplifier la synthe`se des tole´rances de
ses parame`tres ge´ome´triques. Naturellement, la connaissance de l’effet des variations des
parame`tres ge´ome´triques permet au concepteur et au fabricant de mieux cibler les e´le´ments
pour lesquels les tole´rances doivent eˆtre serre´es ou larges.
2 Introduction
Participation a` un programme interdisciplinaire de re-
cherche
Cette the`se s’inscrit dans le cadre du projet MP2 (Machines Paralle`les de Pre´cision) du
programme interdisciplinaire de recherche ROBEA (ROBotique et Entite´s Artificielles)
du de´partement STIC du CNRS. Le projet MP2 regroupe les e´quipes de l’INRIA 1 So-
phia Antipolis, de l’IRCCyN 2, du LaRAMA 3, du LASMEA 4 et du LIRMM 5. Le projet
ROBEA-MP2 se propose d’e´tudier en deux ans les moyens d’ame´liorer la pre´cision des
machines paralle`les non-classiques : machines isotropes, hybrides, a` structure me´trologique
de´couple´e ou en position quasi-singulie`re. Pour ame´liorer la pre´cision d’un me´canisme, il
est ne´cessaire d’agir a` la fois de fac¸on pre´ventive (au niveau de la conception) et correc-
tive (au niveau de l’e´talonnage). Dans le cadre de ce projet, l’un des inte´reˆts d’utiliser la
conception robuste est de de´terminer les valeurs nominales des parame`tres de conception
d’un me´canisme afin de minimiser l’influence de leurs variations sur ses performances.
La conception robuste doit ainsi permettre d’ame´liorer la pre´cision du me´canisme et de
re´duire son couˆt de fabrication, notamment graˆce a` des tole´rances dimensionnelles plus
larges.
Les principales contributions de cette the`se re´sident dans l’analyse de sensibilite´ de l’Or-
thoglide : manipulateur d’architecture paralle`le a` trois degre´s de liberte´ comprenant des
articulations de type paralle´logramme, la de´termination d’un indice de robustesse, la for-
mulation d’une proce´dure de synthe`se de tole´rances, et l’e´tude de la robustesse d’une
famille de manipulateurs d’architecture se´rielle a` trois degre´s de liberte´.
Organisation du me´moire
Notre e´tude se de´compose ainsi en quatre chapitres. La premier chapitre est consacre´ a` un
rappel des proprie´te´s ge´ne´rales des me´canismes e´tudie´s, a` une e´tude bibliographique de la
conception robuste et a` la formulation d’un proble`me de conception robuste. Les quantite´s
pre´sentes dans un proble`me de conception robuste sont divise´es en trois ensembles : les
variables de conception (VC), les parame`tres de conception environnementaux (PCE) et
les fonctions performances (FP). Les valeurs nominales des VC sont controˆlables par le
concepteur mais leur valeur re´elle reste incertaine. Les PCE repre´sentent l’environnement
du me´canisme e´tudie´ et sont au dela` de la de´cision du concepteur. Les FP caracte´risent
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2. IRCCyN : Institut de Recherche en Communications et Cyberne´tique de Nantes.
3. LaRAMA : Laboratoire de Recherches et Applications en Me´canique Avance´e, IFMA, Clermont-
Ferrand.
4. LASMEA : LAboratoire des Sciences et Mate´riaux pour l’ Electronique et d’Automatique. Universite´
Blaise Pascal, Clermont-Ferrand.
5. LIRMM: Laboratoire d’Informatique, de Robotique et de Microelectronique de Montpellier.
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3les performances du syste`me e´tudie´ et de´pendent des VC et des PCE.
Le deuxie`me chapitre porte sur l’analyse de la sensibilite´ de l’Orthoglide. L’un des inte´reˆts
de cette analyse est de connaˆıtre l’influence des variations des parame`tres ge´ome´triques
sur la position et l’orientation (i.e. la situation) de l’effecteur du manipulateur. Une autre
motivation est de simplifier la synthe`se de tole´rances des dimensions du manipulateur.
Par ailleurs, cette analyse nous permet de repe´rer les configurations du manipulateur
pour lesquelles la sensibilite´ de la situation de l’effecteur aux variations est globalement
minimale ou maximale.
Le troisie`me chapitre est consacre´ a` la de´finition d’un indice de robustesse optimal et
a` la formulation d’une proce´dure de synthe`se de tole´rances de´compose´e en deux e´tapes
se´quentielles. La premie`re e´tape consiste a` rendre la conception d’un me´canisme robuste
afin d’e´largir le domaine admissible de variations de ses VC et PCE. L’indice de robustesse
optimal fait office de crite`re de dimensionnement. Les tole´rances des VC peuvent ensuite
eˆtre synthe´tise´es au moyen d’une me´thode de synthe`se de tole´rances que nous de´veloppons
au moyen d’une approche d’analyse de sensibilite´ des performances. Plusieurs e´tudes de
cas sont traite´es pour illustrer la pertinence de cette me´thode. La proce´dure de synthe`se
de tole´rances propose´e pre´sente l’avantage de simplifier la re´solution de proble`mes com-
plexes de synthe`se de tole´rances. En effet, la de´composition du proble`me en deux e´tapes
se´quentielles est plus simple que la re´solution d’un proble`me d’optimisation robuste qui
viserait a` minimiser les performances et leur e´cart-type, tout en maximisant les tole´rances
des variables de conception.
Le quatrie`me chapitre pre´sente enfin une e´tude de la robustesse de manipulateurs 3R. La
motivation principale de cette e´tude est d’identifier des corre´lations entre les notions de
robustesse et de ge´ne´ricite´. Pour cela, nous exploitons diffe´rentes proprie´te´s de la robotique
telles que la parcourabilite´, la pre´cision et la dexte´rite´ afin de comparer le comportement
des manipulateurs ge´ne´riques et non-ge´ne´riques. Notre travail met en e´vidence, a` travers
plusieurs exemples, que le fait que le manipulateur soit ge´ne´rique ou non n’a pas d’effet
sur ses performances cine´matiques et sur la sensibilite´ de la position de son effecteur aux
variations de ses parame`tres de conception.
Enfin, ce me´moire est illustre´ par de nombreuses e´tudes de cas telles que la conception
robuste d’un amortisseur, le dimensionnement et la synthe`se de tole´rances de manipu-
lateurs d’architecture se´rielle, l’analyse de sensibilite´ et la synthe`se de tole´rances d’un
manipulateur d’architecture paralle`le.

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La prise en compte des variations est essentielle dans la phase de de´veloppement d’un
produit. En effet, toute conception est soumise a` des variations qui peuvent eˆtre dues a`
des sources diverses, incluant les de´fauts de fabrication, les incertitudes sur les proprie´te´s
des mate´riaux, l’environnement, etc. L’ignorance de ces variations peut se traduire par
des conceptions non robustes, one´reuses et de´faillantes.
La re´duction des variations est reconnue universellement comme e´tant la cle´ de l’ame´lio-
ration de la fiabilite´ et de la productivite´. En effet, en re´duisant les variations le plus toˆt
possible dans le cycle de vie d’un produit, il est possible d’e´viter des de´fauts aux niveaux
en aval.
Prenons l’exemple d’un concepteur et fabricant d’amplificateurs ope´rationnels diffe´rentiels
utilise´s dans des cabines te´le´phoniques, confronte´ a` un proble`me de variations de tension
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excessives dues a` la variabilite´ de la fabrication. Ces variations de tension cre´ent une
mauvaise qualite´ de la transmission vocale, en particulier pour les te´le´phones e´loigne´s de
la centrale te´le´phonique. Ainsi, comment peut on faire pour reme´dier a` un tel proble`me
tout en minimisant les couˆts? Les solutions suivantes peuvent eˆtre envisage´es :
1. de´dommager les clients pour la mauvaise qualite´ sonore ;
2. supprimer les circuits, ge´ne´ralement situe´s en bout de ligne te´le´phonique, subissant
de fortes variations de tension de l’amplificateur ope´rationnel ;
3. re´duire les tole´rances de fabrication ;
4. modifier les valeurs nominales des parame`tres de conception des circuits critiques
afin de minimiser la sensibilite´ de leur(s) performance(s) aux causes de leur(s) va-
riation(s), i.e. la variabilite´ de leur fabrication.
La quatrie`me approche est e´videmment la plus inte´ressante. En passant de la premie`re
approche a` la quatrie`me approche, nous nous situons progressivement de plus en plus en
amont dans le cycle de re´alisation du produit. En de´finitive, il est pre´fe´rable de formuler
le proble`me et de le re´soudre le plus en amont possible.
Selon Taguchi (1993), «au lieu d’e´liminer ou de re´duire les causes de la variabilite´ des
performances d’un produit, il est pre´fe´rable d’ajuster sa conception afin de le rendre
insensible aux causes des variations ». La conception robuste vise ainsi a` optimiser les
parame`tres de conception d’un produit et de son proce´de´ de fabrication afin de re´duire la
sensibilite´ de ses performances aux bruits internes et externes.
C’est la raison pour laquelle l’un des objectifs de cette the`se est de de´velopper une me´-
thodologie permettant de ge´ne´rer des conceptions robustes. Nous nous inte´resserons prin-
cipalement la conception de me´canismes articule´s.
Avant de rappeler les origines de la conception robuste, formuler un proble`me de concep-
tion robuste, puis parcourir quelques me´thodes existantes de re´solution de proble`mes de
conception robuste, nous pre´sentons certaines proprie´te´s des me´canismes e´tudie´s.
1.1 Proprie´te´s ge´ne´rales des me´canismes articule´s
Un me´canisme est une combinaison, un agencement de pie`ces, d’organes, monte´s en vue
d’un fonctionnement d’ensemble, (GDT, 2004). Les me´canismes e´tudie´s dans cette the`se
sont principalement des me´canismes articule´s, que nous nommons manipulateurs, par abus
de langage, meˆme si les applications vise´es ne se limitent pas a` la manipulation d’objets.
Un me´canisme de type manipulateur est une succession de corps rigides lie´s entre eux
par des articulations roto¨ıdes (rotation) ou prismatiques (translation). Les articulations
sont suppose´es ide´ales, sans jeu et sans e´lasticite´. Nous rappelons ici quelques de´finitions
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permettant de comprendre les manipulateurs dans le cas ge´ne´ral avec leurs applications et
le vocabulaire que nous utiliserons. Nous faisons la distinction entre deux classes de ma-
nipulateurs : les manipulateurs d’architecture se´rielle et les manipulateurs d’architecture
paralle`le. Ces deux classes sont pre´sente´es et compare´es ci-apre`s.
1.1.1 Manipulateurs d’architecture se´rielle et d’architecture pa-
ralle`le
Nous avons assiste´ ces dernie`res anne´es a` un fort de´veloppement dans le monde indus-
triel de l’utilisation des robots, principalement en raison de leur flexibilite´. L’architecture
me´canique des robots les plus couramment utilise´s est de type se´riel et s’ave`re peu ap-
proprie´e pour certaines taˆches. C’est la raison pour laquelle d’autres types d’architecture
ont e´te´ e´tudie´s et commencent a` trouver leur place dans le monde de la robotique indus-
trielle et, plus re´cemment, dans celui de la machine-outil. C’est le cas des manipulateurs
d’architecture paralle`le.
1.1.1.1 Les manipulateurs d’architecture se´rielle
Un manipulateur d’architecture se´rielle est forme´ d’une chaˆıne cine´matique simple dont la
base et l’organe effecteur posse`dent un degre´ de connexion e´gal a` un (i.e. : ils ne sont relie´s
qu’a` un seul corps) et les autres e´le´ments posse`dent un degre´ de connexion e´gal a` deux
(i.e. : ils sont relie´s a` deux corps). La figure 1.1 illustre la structure d’un manipulateur
d’architecture se´rielle compose´ de n + 1 corps, note´s C0, . . . , Cn, et de n articulations.
Le corps C0 de´signe la base du me´canisme et l’organe terminal est attache´ au corps Cn.
La j e`me articulation connecte le corps Cj au corps Cj+1 et chaque corps Cj a son propre
repe`re. Le parame´trage de Denavit Hartenberg modifie´ peut eˆtre utilise´ pour parame´trer
ce type d’architecture, (Khalil et Dombre, 2002).
Oj-1
O0
Z0 X0
O2
Z2
X2
Zj-1
Xj-1
Oj
Zj
Xj
On
Zn Xn
On -1
Zn -1 Xn -1
C0
C1
Cj-1
Cj Cj+1 Cn -1
Cn
figure 1.1 – Structure d’un manipulateur d’architecture se´rielle
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De nombreuses e´tudes ont e´te´ mene´es sur ces manipulateurs. Dans les domaines lie´s a`
l’analyse cine´matique des manipulateurs se´riels, nous pouvons citer Denavit et Hartenberg
(1955) pour ses travaux sur la mode´lisation cine´matique, Borrel et Liegeois (1986) pour
l’e´tude des aspects, Wenger (1989) pour l’e´tude des aspects libres et de la parcourabilite´, et
Khalil et Dombre (2002) pour l’identification des parame`tres ge´ome´triques et dynamiques.
1.1.1.2 Les manipulateurs d’architecture paralle`le
Les manipulateurs d’architecture paralle`le sont constitue´s d’une plate-forme mobile a` n
degre´s de liberte´ et d’une base fixe, relie´es entre elles par des chaˆınes cine´matiques fer-
me´es inde´pendantes. Une chaˆıne cine´matique ferme´e est une chaˆıne cine´matique dont l’un
des membres, diffe´rent de la base, posse`de un degre´ de connexion supe´rieur ou e´gal a`
trois, (Merlet, 2000). Les corps C1, C2, C3, C4, et C5 repre´sente´s par la figure 1.2 forment
une chaˆıne cine´matique ferme´e. Les manipulateurs d’architecture paralle`le pre´sentent la
C0
C1
C3 C6
C5
C4
C2
figure 1.2 – Repre´sentation d’une chaˆıne cine´matique ferme´e
particularite´ d’eˆtre rigides, pre´cis, et de pouvoir transporter de lourdes charges. Cepen-
dant, leur espace de travail est ge´ne´ralement restreint. En faisant varier le nombre et
la topologie des chaˆınes cine´matiques du manipulateur, nous obtenons un grand nombre
de manipulateurs d’architecture paralle`le. Les figures 1.3(a) et 1.3(b) repre´sentent deux
machines outil six axes a` structure paralle`le dont l’architecture est inspire´e de la plate-
forme de Gough Stewart. La figure 1.4 repre´sente quant a` elle une machine d’usinage
d’architecture paralle`le de type Delta a` trois degre´s de liberte´ de translation. Ce type
d’architecture peut eˆtre utilise´ par exemple pour re´aliser des ope´rations de fraisage, de
soudage au laser, d’assemblage, ou de transfert. Une comparaison entre les proprie´te´s des
manipulateurs d’architecture se´rielle et d’architecture paralle`le, essentielle pour le choix
du type de manipulateur pour une application donne´e, est re´sume´e ci-apre`s.
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(a) machine VARIAX (b) machine INGERSOLL
figure 1.3 – Exemples de machines six axes a` structure paralle`le
figure 1.4 – Machine paralle`le de type Delta (INDEX-Werke)
1.1.1.3 Comparaison des manipulateurs d’architecture se´rielle et d’architec-
ture paralle`le
Comme l’indique le tableau 1.1, les manipulateurs d’architecture se´rielle pre´sentent l’avan-
tage d’avoir un large espace de travail, alors que la charge transportable est ge´ne´ralement
plus importante avec les structures paralle`les. Des notions propres aux deux types de
manipulateurs, telles que celles d’espace articulaire et d’espace de travail, de mode`les ge´o-
me´triques direct et inverse, et de singularite´s sont rappele´es dans les parties suivantes.

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Manipulateurs d’architecture se´rielle Manipulateurs d’architecture paralle`le
= Succession de segments en se´rie = Tout segment au contact
de la base vers l’effecteur de la base et de l’effecteur
= Chaˆıne cine´matique ouverte = Chaˆınes cine´matiques ferme´es
+ Important espace de travail – Espace de travail restreint
– Faible pre´cision (pre´cision non de´finie)
– Faible charge transportable + Lourde charge transportable
– Faible raideur (raideur non de´finie)
tableau 1.1 – Comparaison des manipulateurs d’architectures se´rielle et paralle`le
1.1.2 Espace articulaire et espace de travail
Pour les manipulateurs d’architecture se´rielle et d’architecture paralle`le, il existe une
relation de de´pendance entre leurs variables articulaires motorise´es q et la configuration
de leur effecteur X, qui peut s’exprimer sous la forme suivante :
F (X,q) = 0 (1.1)
Nous noterons :
– EAn : l’espace articulaire lie´ aux articulations motorise´es q (n de´signe le nombre
d’articulations motorise´es) ;
– EAPr : l’espace articulaire lie´ aux articulations passives qr (r de´signe le nombre
d’articulations passives) ;
– EOm : l’espace ope´rationnel lie´ aux configurations de la plate-forme mobile (m
de´signe le nombre de degre´s de liberte´ de la plate-forme mobile) ;
– ECn+m : l’espace des configurations du manipulateur de´fini sur le produit carte´sien
de EAn et EOm et de dimension n+m.
Soit Q le domaine articulaire accessible :
Q = {q ∈ EAn, ∀i 6 n, qimin 6 qi 6 qimax} (1.2)
Q repre´sente l’ensemble des vecteurs de coordonne´es articulaires du robot respectant les
bute´es articulaires. C’est aussi un domaine de EAn qui de´pend de la morphologie du robot.
Par exemple, pour un robot posse´dant deux articulations roto¨ıdes et une articulation
prismatique, Q est un domaine de T2 × R, ou` T2 de´signe le tore classique et R la droite
des re´els.
L’espace de travail W d’un robot manipulateur est de´fini comme e´tant l’ensemble des
positions et orientations accessibles par un repe`re particulier lie´, en ge´ne´ral, a` l’organe

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terminal du robot. W est aussi l’image de Q par l’ope´rateur ge´ome´trique f du robot :
W = f(Q) (1.3)
W est un domaine de EOm et sa structure de´pend donc de celle de l’espace ope´rationnel.
Dans le cas ge´ne´ral, W est un domaine de l’espace R3 × SO(3), qui repre´sente le produit
de l’espace des coordonne´es de position R3 avec le groupe des rotations propres de R3. Sa
dimension est ainsi e´gale a` six mais peut eˆtre plus faible lorsqu’une partie seulement des
positions et orientations de l’organe terminal est analyse´e. Le terme « espace de travail »
est couramment utilise´e dans la litte´rature bien qu’il n’ait pas une structure d’espace
vectoriel. Il est donc plus judicieux de le nommer « ensemble ope´rationnel ».
1.1.3 Mode´lisation des robots
La conception et la commande des robots ne´cessitent le calcul de certains mode`les ma-
the´matiques, tels que :
– les mode`les de transformation entre l’espace de travail (dans lequel est de´finie la
situation de l’effecteur) et l’ensemble articulaire (dans lequel est de´finie la configu-
ration du robot). Nous distinguons parmi ces mode`les :
– les mode`les ge´ome´triques direct et inverse (MGD et MGI), qui expriment la si-
tuation de l’organe terminal en fonction des variables articulaires du me´canisme
et inversement,
– les mode`les cine´matiques direct et inverse (MCD et MCI), qui expriment la
vitesse de l’organe terminal en fonction des vitesses articulaires et inversement ;
– les mode`les dynamiques de´finissant les e´quations du mouvement du robot, qui per-
mettent d’e´tablir les relations entre les couples ou forces exerce´s par les actionneurs
et les positions, vitesses et acce´le´rations des articulations.
Le calcul des mode`les ge´ome´triques direct et inverse du manipulateur peut se faire a` partir
de l’e´quation (1.1).
1.1.3.1 Mode`les ge´ome´triques direct et inverse
Dans la litte´rature, il existe plusieurs me´thodes de re´solution du MGD et du MGI d’un
manipulateur d’architecture se´rielle, les plus connues sont celles de Pieper (1968), Paul
(1981), et de Raghavan et Roth (1990).
Pour les manipulateurs d’architecture paralle`le, la re´solution du MGI ne pose ge´ne´ra-
lement pas de proble`me. Pour calculer le MGI, nous e´crivons un syste`me d’e´quations
non-line´aires dont chaque e´quation est associe´e a` une jambe du manipulateur. Chaque
jambe est caracte´rise´e par une origine Ai et une extre´mite´ Ci. La configuration X de l’ef-
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fecteur permet de de´finir la position des points extreˆmes de chaque jambe. Nous pouvons
ainsi e´crire le MGI de chaque jambe : AiCi = H(X). Ce mode`le est parfois difficile a` re´-
soudre, notamment pour les me´canismes spatiaux et lorsque la structure de leurs jambes
est complexe. A l’inverse, le MGI de manipulateurs d’architecture paralle`le compose´s de
jambes du meˆme type est ge´ne´ralement simple a` re´soudre.
1.1.3.2 Mode`les cine´matiques direct et inverse
Le mode`le cine´matique direct d’un manipulateur de´crit le torseur cine´matique t de l’organe
terminal du manipulateur en fonction des vitesses articulaires q˙. Il est note´ :
t = J(q)q˙ (1.4)
ou` J(q) de´signe la matrice jacobienne cine´matique du manipulateur et de´pend de la confi-
guration articulaire q.
Le calcul de la matrice jacobienne cine´matique d’un manipulateur se´riel peut se faire en
de´rivant le MGD, lorsqu’il comporte deux ou trois degre´s de liberte´. Cependant, il est
pre´fe´rable de la calculer par une me´thode de calcul direct lorsque le nombre de degre´s de
liberte´ du robot est plus important.
Inversement, le roˆle du mode`le cine´matique inverse est de calculer les vitesses articulaires
q˙ en fonction du torseur cine´matique t dont les trois premie`res composantes caracte´risent
la vitesse articulaire de l’organe terminal et les trois suivantes sa vitesse ponctuelle. Le
MCI est obtenu par inversion du MCD en re´solvant un syste`me d’e´quations line´aires
analytiquement ou nume´riquement, (Khalil et Dombre, 2002).
Pour les manipulateurs d’architecture paralle`le, nous distinguons deux types de matrice
jacobienne cine´matique : la « matrice jacobienne cine´matique paralle`le » et la « matrice
jacobienne cine´matique se´rielle ». En effet, la de´rivation de l’e´quation (1.1) propre a` un
manipulateur d’architecture paralle`le conduit a` l’e´quation suivante :
At+Bq˙ = 0 (1.5)
ou` A et B sont respectivement appele´es « matrice jacobienne cine´matique paralle`le » et
«matrice jacobienne cine´matique se´rielle » du manipulateur, (Gosselin et Angeles, 1990).
1.1.4 Singularite´s
Les manipulateurs d’architectures se´rielle et paralle`le comportent des configurations dites
singulie`res pour lesquelles le nombre de degre´s de liberte´ de l’organe terminal est diffe´rent
de la dimension de l’espace de travail dans lequel il e´volue. Ces configurations peuvent se
situer aussi bien a` l’inte´rieur que sur les frontie`res de l’espace de travail du manipulateur.
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Celles situe´es a` l’inte´rieur de l’espace de travail sont les plus geˆnantes pour la ge´ne´ration
de trajectoires puisque le manipulateur peut se bloquer dans de telles configurations. Les
proble`mes suivants peuvent aussi survenir au voisinage de ces configurations singulie`res :
– une augmentation importante des efforts dans les articulations qui peut endommager
la structure du manipulateur ;
– une perte de rigidite´ du manipulateur qui peut se traduire par une instabilite´ de son
organe terminal lorsque les articulations motorise´es sont bloque´es.
1.1.4.1 Singularite´s des manipulateurs d’architecture se´rielle
Les configurations singulie`res des manipulateurs d’architecture se´rielle peuvent eˆtre de
type position (l’effecteur ne peut pas exe´cuter certaines translations), de type orientation
(l’effecteur ne peut pas exe´cuter toute rotation), ou de type mixte lorsqu’il s’agit d’une
combinaison des deux pre´ce´dentes ou` l’effecteur ne peut pas exe´cuter tout mouvement
he´lico¨ıdal, (Burdick, 1991) et (Smith et Lipkin, 1993).
1.1.4.2 Singularite´s des manipulateurs d’architecture paralle`le
De nombreuses e´tudes utilisent les matrices jacobiennes cine´matiques pour de´terminer
les configurations singulie`res des manipulateurs d’architecture paralle`le. Parmi celles-
ci, nous pouvons citer (Sefrioui et Gosselin, 1993), (Gosselin et Wang, 1995), (Bonev,
2002) et (Caro et al., 2003c) pour les manipulateurs plans et (Ma et Angeles, 1991),
(Khalil et Murareci, 1996), (Dheeman et Ashitava, 1997) pour les manipulateurs spatiaux.
Il apparaˆıt quatre types de configurations singulie`res pour les manipulateurs d’architecture
paralle`le :
– les singularite´s paralle`les qui sont dues a` la perte de rang de la matrice jacobienne
paralle`leA. Dans ce cas, l’effecteur peut bouger alors que les articulations motorise´es
sont bloque´es. Le manipulateur gagne ainsi un ou plusieurs degre´(s) de liberte´ ;
– les singularite´s se´rielles qui sont dues a` la perte du rang de la matrice jacobienne
se´rielle B. Dans ce cas, certains de´placement de l’effecteur ne peuvent pas eˆtre
re´alise´s et le manipulateur perd un ou plusieurs degre´(s) de liberte´. Les singularite´s
se´rielles repre´sentent aussi les limites de l’espace de travail du manipulateur ;
– les singularite´s paralle`les/se´rielles qui sont dues a` la perte de rang simultane´e de
A et B. Dans ce cas, il est possible de de´placer de manie`re infinite´simale l’effecteur
alors que les articulations motorise´es sont bloque´es et inversement ;
– les singularite´s structurelles qui apparaissent pour des dimensions particulie`res du
manipulateur. Dans ce cas, le mode`le ge´ome´trique direct admet une infinite´ de so-
lutions pour certaines configurations articulaires.

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figure 1.5 – Exemple de singularite´ paralle`le
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figure 1.6 – Exemple de singularite´ se´rielle
La figure 1.5 pre´sente une configuration singulie`re paralle`le d’un me´canisme cinq barres
puisqu’un de´placement infinite´simal du point P est possible dans la direction perpendi-
culaire a` la droite (CD), alors que les articulations motorise´es A et B sont bloque´es. La
figure 1.6 repre´sente une configuration singulie`re se´rielle d’un me´canisme cinq barres. En
effet, le mouvement de l’effecteur P dans la direction (AP ) n’est pas re´alisable lorsque
les articulations roto¨ıdes A, C, et P sont aligne´es. Enfin, la figure 1.7 repre´sente une sin-
y
A
P(x,y)
B
x
D
C
L3
L4
L2
L1
L0
figure 1.7 – Exemple de singularite´ structurelle
gularite´ structurelle puisque le point P peut balayer une infinite´ de positions lorsque les
articulations C et D co¨ıncident et les articulations motorise´es A et B sont bloque´es.

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1.1.5 Conclusion
Dans cette partie, nous avons pre´sente´ les diffe´rentes notions a` connaˆıtre pour comprendre
l’e´tude de la robustesse des me´canismes e´tudie´s dans cette the`se.
1.2 Les origines de la conception robuste
Le concept de la robustesse a e´te´ introduit pour la premie`re fois par Taguchi (1978). Il
a propose´ dans les anne´es cinquante de transformer le controˆle de qualite´ en ligne en
controˆle de qualite´ hors ligne. Cette e´tape est a` l’origine du concept de qualite´ robuste en
inge´nierie. Il fallut cependant attendre le de´but des anne´es quatre-vingt-dix pour trouver
les premie`res contributions dans la litte´rature qui inte`grent ce concept dans le cadre de la
conception.
En effet, la conception robuste est au coeur de l’ame´lioration de la productivite´ en inge´nie-
rie. De nombreuses compagnies internationales ont re´alise´ des e´conomies conside´rables en
utilisant des me´thodes de conception robuste (Phadke, 1989), (Taguchi, 1993), (Wu et Wu,
2000), et ce dans diffe´rents secteurs d’activite´ : automobile, xe´rographie, te´le´communica-
tions, e´lectronique, informatique, etc.
Les entreprises ont paralle`lement investi lourdement dans l’approche « Six-Sigma » a` la
fin des anne´es quatre-vingt et au de´but des anne´es quatre-vingt-dix, (Thornton, 2001).
Cette approche permet de re´duire les couˆts en de´tectant les proble`mes rencontre´s durant
les phases de conception et de fabrication et en s’affranchissant des causes de de´faillance
imme´diatement. Ces efforts ont cependant eu un impact important sur le couˆt des produits
et ainsi sur les revenus des entreprises. En effet, l’approche « Six-Sigma » a e´te´ utilise´e
au maximum de son potentiel et a montre´ ses limites. De nouvelles me´thodes, telles que
les me´thodes de conception robuste, se sont donc ave´re´es ne´cessaires pour ame´liorer la
productivite´ des entreprises.
1.3 La conception axiomatique et la conception ro-
buste
Il existe actuellement diffe´rentes me´thodologies et diffe´rents courants de pense´e de la
conception. Une vision assez comple`te de l’e´volution et de la varie´te´ des me´thodes de
conception est donne´e par Pahl et Beitz (1996). Deux mode`les de conception reviennent
cependant de fac¸on pre´ponde´rante dans la litte´rature re´cente : la « conception axioma-
tique » de Suh et la « conception robuste » vue par Taguchi pre´sente´es en de´tail ci-apre`s.

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1.3.1 La conception axiomatique
Selon Suh (2001), une bonne conception en inge´nierie respecte les axiomes suivants :
– axiome 1 (l’axiome d’inde´pendance) : la meilleure conception est celle pour laquelle
toutes les fonctions sont inde´pendantes ;
– axiome 2 (l’axiome du minimum d’information) : la meilleure conception est celle
contenant le minimum d’information.
Dans un premier temps, le concepteur doit identifier les « spe´cifications » et les « para-
me`tres de conception ». Suh suppose l’existence d’une relation line´aire entre les spe´cifi-
cations et les parame`tres de conception caracte´rise´e par une matrice de conception A. Il
s’ave`re que A est diagonale lorsque l’axiome d’inde´pendance est respecte´. En outre, Suh
conside`re qu’une conception ide´ale comprend autant de parame`tres de conception que de
spe´cifications. Dans ce cas, la matrice A est carre´e. A est rectangulaire lorsque le nombre
de spe´cifications est diffe´rent du nombre de parame`tres de conceptions. Dans le cas ou` les
spe´cifications sont plus nombreuses que les parame`tres de conception, la conception est
dite « couple´e ». A l’inverse, elle est dite « redondante » lorsqu’elle comprend plus de
parame`tres de conception que de spe´cifications.
Suh (2001) de´finit le degre´ de couplage des spe´cifications et des parame`tres de concep-
tion par deux scalaires : la re´angularite´ R et la se´mangularite´ S. R est une mesure de
l’orthogonalite´ des colonnes de la matrice A et est de´finie comme suit :
R =
∏
i=1,··· ,n−1
j=i+1,··· ,n
[
1−
(
ai
Taj
‖ai‖‖aj‖
)2]1/2
(1.6)
ou` ai est la i
e`me colonne de la matrice de conception. S, indicateur de la « diagonalite´ »
de la matrice de conception, a pour expression :
S =
n∏
i=1
( |Aii|
‖ai‖
)
(1.7)
ou` Aii est le i
e`me terme de la diagonale de A.
Une conception satisfait ainsi l’axiome d’inde´pendance lorsque la matrice de conception
est diagonale, i.e. : R = S = 1. Cependant, les conceptions dont le nombre de spe´cifications
est e´gal au nombre de parame`tres de conception sont rares. Par ailleurs, une matrice de
conception diagonale peut contenir des termes diagonaux tre`s diffe´rents les uns des autres,
induisant ainsi une forte sensibilite´ des spe´cifications aux variations des parame`tres de
conception. Par ailleurs, selon Daniel et Nicolas (2002), la ne´cessite´ d’e´viter le couplage
entre les spe´cifications et les parame`tres de conception n’est pas e´vidente.
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Pour utiliser le deuxie`me axiome, une mesure de la quantite´ d’information contenue dans
la conception est ne´cessaire. Selon Suh (2001), la quantite´ d’information d’une concep-
tion est e´gale au logarithme de l’inverse de la probabilite´ de rencontre d’un e´ve`nement.
L’e´ve`nement est ici la satisfaction des exigences des spe´cifications. La quantite´ d’informa-
tion I d’une conception donne´e est la somme des quantite´s d’information de ses diffe´rents
e´le´ments :
I = log
(
1
p1p2 · · · pn
)
(1.8)
ou` pi est la probabilite´ de satisfaction de l’exigence de la i
e`me spe´cification et n est le
nombre d’e´le´ments de la conception.
Les travaux de Suh (2001) ne sont pas les seuls sur la conception axiomatique. En effet,
Hazelrigg (1999) voit l’e´tape de conception comme un ensemble de prises de de´cision
et reprend les six axiomes de Von Newmann-Morgenstern pour construire une structure
mathe´matique de la conception.
1.3.2 La conception robuste selon Taguchi
La philosophie de Taguchi repose sur deux concepts : la fonction perte et le ratio si-
gnal/bruit, (Taguchi, 1993), (Wu et Wu, 2000).
1.3.2.1 La fontion perte
La fraction de produits en dehors des limites spe´cifie´es est couramment utilise´e comme
une mesure de la qualite´. Bien que ce soit une bonne mesure de la perte due au rebut,
ce n’est pas un bon indicateur de la satisfaction du client. C’est la raison pour laquelle
G.Taguchi a de´fini la fonction perte comme une mesure de la perte de la qualite´ subie par
un client, due a` une mauvaise conception du produit achete´. Le respect des tole´rances ne
garantit pas ne´cessairement une bonne qualite´ du produit. Phadke (1989) pre´sente ainsi
une fonction perte quadratique a` la place de la fonction perte double e´chelons. En effet, la
qualite´ d’un produit diminue progressivement avec la de´viation des variables par rapport
a` leur valeur nominale. Les allures de ces fonctions sont repre´sente´es par la figure 1.8 ou`
m est la cible de la variable de conception y, ±∆0 est la plage de variations de y tole´re´e,
et A0 est la perte due a` la de´faillance d’un produit. Ainsi, l’expression de la fonction perte
est la suivante :
L = k(y −m)2 (1.9)

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figure 1.8 – Fonctions perte « double e´chelons » et « quadratique »
ou` k = A0/∆0
2. En outre, si la fonction y a pour moyenne m et pour variance σ2, la perte
de qualite´ moyenne par produit est donne´e par l’e´quation suivante :
Q = k
[
(µ−m)2 + σ2] (1.10)
1.3.2.2 Le ratio signal/bruit
La robustesse d’une conception varie avec les valeurs des variables de conception. Le
ratio signal/bruit est une mesure de la sensibilite´ de la conception aux changements des
conditions environnementales et peut eˆtre utilise´ pour calculer les valeurs optimales des
variables de conception.
D’apre`s l’e´quation (1.10), la perte de qualite´ moyenne de´pend de la de´viation de la
moyenne de la variable de conception y par rapport a` sa cible et de sa variance. Rendre
la conception robuste consiste ainsi a` re´soudre le proble`me d’optimisation visant a` mini-
miser la variance des spe´cifications tout en maintenant leur moyenne sur leur cible. Selon
Phadke (1989), il est plus facile d’ajuster la moyenne sur la cible que de minimiser la va-
riance. En conse´quence, il est plus judicieux pour le concepteur de minimiser la variance
des performances d’une conception dans un premier temps et d’ajuster ensuite la moyenne
des variables de conception. Le proble`me d’optimisation peut ainsi se de´composer en deux
e´tapes :
1. maximiser le ratio signal/bruit η de´fini par:
η = 10 log10
(
µ2/σ2
)
(1.11)
2. ajuster la moyenne sur la cible en utilisant une ou deux variable(s) de conception
n’ayant pas (ou peu) d’influence sur la variance des spe´cifications.
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1.3.3 Conclusion
La conception axiomatique et la conception robuste vue par Taguchi sont deux outils
d’aide a` la conception. En effet, leur utilite´ n’est pas de proposer des solutions au concep-
teur mais de le guider dans ses choix. Al-Widyan (2004) fait le paralle`le entre la fonction
perte de Taguchi et le deuxie`me axiome de Suh en e´voquant le second principe de la
thermodynamique. En effet, lorsque l’information est transmise, l’entropie augmente et
entraˆıne une perte d’information, a` l’image de l’entropie responsable de la perte d’e´nergie
utile en chaleur irre´cupe´rable dans tout proce´de´ de conversion d’e´nergie.
1.4 Formulation d’un proble`me de conception robuste
locale
Dans tout proble`me de conception robuste, trois ensembles sont dissocie´s : l’ensemble
des variables de conception, l’ensemble des parame`tres de conception environnementaux
et l’ensemble des fonctions performances Taguchi (1993). Al-Widyan et Angeles (2005)
introduisent par ailleurs les notions de conception globalement robuste et de conception
localement robuste. Ici, nous nous focalisons sur la deuxie`me notion.
1.4.1 Les variables de conception
Les variables de conception (VC) d’un syste`me me´canique sont ge´ne´ralement ses dimen-
sions (longueurs des barres, orientations des axes des liaisons, etc). Les valeurs nominales
de ces variables sont controˆlables et calcule´es par le concepteur afin d’optimiser les per-
formances du me´canisme. Leur valeur re´elle est cependant incertaine a` cause des de´fauts
de fabrication et de l’usure des pie`ces par exemple. Ces variables sont regroupe´es dans le
vecteur x de dimension l :
x = [x1x2 · · ·xl]T (1.12)
1.4.2 Les parame`tres de conception environnementaux
Les parame`tres de conception environnementaux (PCE) de´crivent l’environnement du
syste`me. Ils ne peuvent pas eˆtre maˆıtrise´s par le concepteur puisque leurs variations sont
ale´atoires. La tempe´rature, la pression ambiante, le niveau d’humidite´ et l’utilisateur du
bien conc¸u sont des exemples de parame`tres de conception environnementaux. Ces para-
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me`tres sont regroupe´s dans le vecteur p de dimension m :
p = [p1p2 · · · pm]T (1.13)
1.4.3 Les fonctions performances
Les fonctions performances (FP) d’un syste`me me´canique peuvent eˆtre multiples. Les
n fonctions performances d’un syste`me me´canique sont regroupe´es dans le vecteur f de
dimension n et la i e`me fonction performance est note´e fi :
f = [f1f2 · · · fn]T (1.14)
Les fonctions performances des syste`mes me´caniques e´tudie´s dans cette the`se ne de´pendent
que des variables et des parame`tres de conception :
f = f(x,q) (1.15)
1.4.4 Exemples de formulation d’un proble`me de conception ro-
buste
La formulation du proble`me de conception robuste d’un syste`me de refroidissement d’une
salle et celle d’un me´canisme articule´ illustrent la diffe´rence entre les ensembles de´finis
pre´ce´demment.
1.4.4.1 Exemple 1 : syste`me de refroidissement d’une salle
Pour la conception d’un syste`me de refroidissement d’une salle, le re´glage du thermostat
est le signal et la tempe´rature re´sultante de la salle est la fonction performance. Le syste`me
a ici une seule fonction performance : la tempe´rature de la salle. La tempe´rature exte´rieure,
l’ouverture et la fermeture des feneˆtres, le nombre de personnes pre´sentes dans la salle
sont des parame`tres de conception du syste`me puisqu’ils ne peuvent pas eˆtre controˆle´s
par le concepteur. A l’inverse, le nombre de personnes de´clare´es, la taille de l’unite´ de
conditionnement d’air, l’e´paisseur et le type d’isolation sont des variables de conception
puisque leur valeur nominale peut eˆtre controˆle´e par le concepteur.
Afin de rendre le syste`me robuste, le concepteur doit ainsi calculer les valeurs nominales
des variables de conception afin de minimiser la variation de la tempe´rature de la salle
(la fonction performance) et de la maintenir au voisinage de la tempe´rature fixe´e par le
re´glage du thermostat.
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1.4.4.2 Exemple 2 : me´canisme articule´
Le syste`me bielle-manivelle repre´sente´ par la figure 1.9 est compose´ d’une bielle de lon-
gueur lr, d’une manivelle de longueur lc, et d’un piston. e est l’excentricite´ entre l’axe de
rotation de la manivelle et la direction de la translation du piston. L’ine´galite´ lr > lc + e
e
lc
lr
q
fp
N
m
figure 1.9 – Syste`me bielle-manivelle
est une condition ne´cessaire au fonctionnement du me´canisme. fp et µ sont respectivement
la force exerce´e sur le piston et le coefficient de frottement entre le piston et le cylindre.
Ils sont suppose´s incontroˆlables par le concepteur. Nmoy est la moyenne de la force radiale
exerce´e par le cylindre sur le piston. Rendre la conception du me´canisme robuste consiste
ici a` calculer les valeurs nominales de lr, lc, et e afin de minimiser Nmoy et sa sensibilite´
aux variations des variables et parame`tres de conception. En de´finitive, x = [lc lr e]
T ,
p = [fp µ]
T et f = [Nmoy].
1.5 Re´solution d’un proble`me de conception robuste
L’approche de Taguchi est certainement la plus connue a` l’heure actuelle en conception
robuste. L’une des raisons est la simplicite´ d’utilisation du ratio signal/bruit comme cri-
te`re d’optimisation. Ramakrishnan et Rao (1991) formulent par exemple un proble`me de
conception robuste sous la forme d’un proble`me d’optimisation non-line´aire et utilisent
la fonction perte de Taguchi comme crite`re. Les me´thodes de Taguchi pre´sentent cepen-
dant des limites. Par exemple, plusieurs me´thodes stochastiques de Taguchi telles que
les tableaux orthogonaux et les graphes line´aires ne sont pas justes d’un point de vue
statistique, (Box, 1988), (Tsui, 1992).
De nouvelles me´thodes sont naturellement apparues dans la litte´rature. Yu et Ishii (1998)
ont par exemple de´veloppe´ des me´thodes permettant de prendre en compte, dans la phase

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de conception, les variations lie´es au proce´de´ de fabrication. Sundaresan et al. (1993) ont
quant a` eux propose´ une proce´dure d’optimisation robuste qui tient compte des varia-
tions des variables de conception et des contraintes. Elle vise a` calculer les variables de
conception d’un syste`me afin d’obtenir une performance optimale et robuste. Lorsque les
proble`mes de conception ne peuvent pas eˆtre exprime´s sous forme explicite, la moyenne
des performances est ge´ne´ralement calcule´e statistiquement a` l’aide de plans d’expe´rience.
Sundaresan et al. (1993) de´finissent cependant un indice de sensibilite´ SI en fonction des
valeurs de la performance calcule´es aux l plus mauvaises combinaisons des l variables de
conception. Ils l’utilisent ensuite comme crite`re a` minimiser dans un proble`me d’optimi-
sation statistique.
Rappelons que dans un proble`me d’optimisation classique, l’objectif est ge´ne´ralement de
minimiser ou de maximiser une fonction f en pre´sence de r contraintes gi.
Proble`me d’optimisation connaissant le vecteur des parame`tres p
classique : calculer x
afin de minimiser/maximiser f(x,p)
sous contraintes gi(x,p) 0, i = 1, · · · ,r
L’optimisation statistique vise quant a` elle a` optimiser la valeur moyenne d’une fonction
soumise a` des contraintes incertaines. La figure 1.10 illustre le concept de l’optimisation
statistique pour un syste`me pre´sentant une seule fonction objective f et une seule variable
de conception x. Le point N correspond a` la solution optimale du proble`me d’optimisation
∆fopt
∆frob
xoptimal xrobuste
performance f
fdp de f x
M
N
R
S
3σ3σ3σ3σ
figure 1.10 – Optimisation statistique, recherche du minimum robuste
classique alors que R correspond a` la solution du proble`me d’optimisation statistique,
appele´ optimum robuste. En effet, si xoptimal est la valeur nominale de la variable de
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conception, une variation de 3σ de cette dernie`re peut faire varier la fonction performance
f du point N au pointM . Au contraire, si la valeur nominale de la variable de conception
est e´gale a` xrobuste, la variation de f est relativement faible (du point R au point S au
maximum) pour une meˆme variation de 3σ de la variable de conception.
Les variations des contraintes dues aux variations des variables et parame`tres de concep-
tion peuvent eˆtre prises en compte en remplac¸ant les ine´quations caracte´risant les contraintes,
i.e.: gi(x,p) 6 0 , par les ine´quations suivantes dans le cas d’une analyse statistique :
gi(x,p) + kσgi(x,p) 6 0 i = 1, · · · ,r (1.16)
ou` une valeur de k e´gale a` 3 garantit le respect des contraintes 99,865 % du temps. Les
ine´quations suivantes sont utilise´es dans le pire des cas :
gi(x,p) + ∆gi(x,p) 6 0 i = 1, · · · ,r (1.17)
L’expression de la variance σ2gi de la contrainte gi est obtenue par line´arisation et en
supposant l’inde´pendance des variations des variables et parame`tres de conception :
σ2gi =
l∑
j=1
(
∂gi
∂xj
σxj
)2
+
m∑
j=1
(
∂gi
∂pj
σpj
)2
(1.18)
ou` σxj et σpj sont les e´cart-types de la i
e`me variable de conception et du j e`me parame`tre
de conception, respectivement. De meˆme, la tole´rance ∆gi de la contrainte gi a pour
expression :
∆gi =
l∑
j=1
∣∣∣∣ ∂gi∂xj∆xj
∣∣∣∣+
m∑
j=1
∣∣∣∣∂gi∂pj∆pj
∣∣∣∣ (1.19)
ou` ∆xi et ∆pj sont les tole´rances de la variable de conception xi et du parame`tre de
conception pj, respectivement. Comme l’illustre la figure 1.11, les ine´quations (1.18) et
(1.19) ont pour effet de re´duire le domaine admissible des variables de conception. Ne´an-
moins, la faisabilite´ de la conception est robuste dans ce domaine puisque les contraintes
de faisabilite´ sont respecte´es meˆme en pre´sence de variations des variables et parame`tres
de conception, (Parkinson, 1995).
En outre, Chen et al. (1996) distinguent les sources de variations pour formuler deux types
de proble`me de conception robuste, de´finis comme suit :
– Type I : minimisation des variations des performances dues aux variations des
facteurs de bruit (parame`tres de conception) ;
– Type II : minimisation des variations des performances dues aux variations des
facteurs de controˆle (variables de conception).
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figure 1.11 – De´calage des frontie`res des contraintes
Nous pouvons remarquer que l’approche de Parkinson (1995) permet de re´soudre les deux
types de proble`me indiffe´remment alors que les me´thodes de Taguchi ne s’appliquent
que pour la formulation de Type I puisqu’il ne prend pas en compte les variations des
variables de conception. De meˆme, Chen et al. (1996) proposent une proce´dure pour re´-
soudre les proble`mes de conception robuste de Type I et de Type II. Cette proce´dure
permet au concepteur de minimiser les variations des performances et de faire co¨ıncider
leur norme avec leur cible. Comme l’illustre la figure 1.12, la premie`re e´tape consiste a`
calculer une surface de re´ponse correspondant a` chaque fonction performance fi en fonc-
tion des variables et des parame`tres de conception. Les valeurs moyennes et les variances
des fonctions performances, calcule´es a` l’aide des mode`les obtenus a` partir des surfaces
de re´ponse, sont ensuite utilise´es dans le proble`me d’optimisation d’aide a` la de´cision
(Compromise Decision Support Problem) pour calculer la solution optimale robuste.
La proce´dure de Chen et al. (1996) pre´sente les avantages d’inte´grer les contraintes, de
trouver un compromis entre plusieurs objectifs, et de prendre en compte les interactions et
les effets non-line´aires au moyen d’une surface de re´ponse. Cette proce´dure est cependant
limite´e puisque les fonctions performances et les contraintes sont calcule´es approximati-
vement en utilisant des me´thodes statistiques base´es sur les plans d’expe´rience.
Nous pouvons aussi remarquer que les me´thodes pre´ce´dentes ne peuvent eˆtre utilise´es
qu’en pre´sence de petites variations. En effet, un de´veloppement en se´rie de Taylor n’est
viable que lorsque les variations sont faibles.
En de´finitive, nous retiendrons la formulation du proble`me d’optimisation statistique sui-
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figure 1.12 – Proble`me d’optimisation d’aide a` la de´cision et surface de re´ponse
vant pour calculer la solution optimale robuste d’un proble`me de conception ne pouvant
eˆtre exprime´ sous une forme explicite :
Proble`me d’optimisation connaissant le vecteur des parame`tres p
statistique (robuste) : calculer l’ensemble des variables de conception x
afin de minimiser les moyennes des fonctions performances
µfi(x,p) et leur e´cart-type σfi(x,p), i = 1, · · · ,n
sous contraintes µgi(x,p) + kσgi(x,p) 6 0, j = 1, · · · ,r
Dans le cas ou` le proble`me de conception peut eˆtre exprime´ sous une forme explicite, nous
pouvons utiliser d’autres approches telles que celle base´e sur l’analyse de la sensibilite´ des
performances d’un syste`me me´canique, (Zhu et Ting, 2001). Cette approche est de´crite
plus en de´tail dans le chapitre 3 puisque nous l’utilisons pour e´tudier la robustesse de sys-
te`mes me´caniques, de´finir un indice de robustesse, et de´velopper une me´thode de synthe`se
de tole´rances.
Conclusion
La prise en compte des variations des e´le´ments du produit a` concevoir a toujours e´te´ une
pre´occupation des concepteurs. L’objet de la conception robuste est d’inte´grer au plus toˆt
ces variations dans le proce´de´ de conception afin de pre´dire les proble`mes relatifs a` ces
variations et de minimiser leurs effets sur les performances du syste`me.

26 Chapitre 1. E´tat de l’art de la conception robuste de me´canismes
Il existe plusieurs formulations de la notion de robustesse dans la litte´rature. Nous avons
retenu les deux de´finitions suivantes :
– « la conception robuste vise a` ame´liorer la qualite´ d’un produit en minimisant les
effets des variations sans e´liminer les causes des variations », (Taguchi, 1993) ;
– « la conception d’un syste`me me´canique est robuste lorsque ses fonctions perfor-
mances sont le moins sensibles possible aux variations de ses variables et parame`tres
de conception », (Caro et al., 2005).
Un proble`me de conception robuste est ainsi compose´ de trois ensembles distincts : l’en-
semble des variables de conception, dont les valeurs nominales sont controˆlables mais les
valeurs re´elles incertaines, l’ensemble des parame`tres de conception qui sont incontroˆlables,
et l’ensemble des fonctions performances.
Les me´thodes de Taguchi sont tre`s utilise´es dans la litte´rature. Elles sont cependant li-
mite´es pour re´soudre certains proble`mes de conception robuste, tels que les proble`mes
non-line´aires. Les me´thodes d’optimisation statistique pre´sentent ainsi l’avantage de s’af-
franchir de ces proble`mes de non-line´arite´s lorsqu’elles ne sont pas trop importantes. Cer-
taines utilisent la me´thodologie de la surface de re´ponse pour mode´liser les performances
d’un syste`me en fonction de ses variables et parame`tres de conception.
Les me´thodes pre´sente´es pre´ce´demment visent toutes a` re´duire la sensibilite´ des perfor-
mances d’un syste`me aux variations. En outre, elles ne´cessitent toutes une parfaite infor-
mation sur la capabilite´ des proce´de´s de fabrication utilise´s et sur l’environnement. En
effet, elles requie`rent la connaissance des tole´rances des variables et parame`tres de concep-
tion. Ainsi, c’est l’une des raisons pour lesquelles nous choisissons d’utiliser une me´thode
diffe´rente dans le chapitre suivant pour e´tudier la robustesse de me´canismes, proposer un
indice de robustesse optimale et de´velopper une me´thode de synthe`se de tole´rances.
Cette the`se traite de la conception robuste de me´canismes. Nous limitons notre e´tude a`
des me´canismes articule´s, appele´s manipulateurs. Les manipulateurs e´tudie´s sont prin-
cipalement d’architectures se´rielle et paralle`le. Quelques proprie´te´s de ces manipulateurs
ont e´te´ e´nume´re´es dans ce chapitre, telles que les notions d’espaces articulaire et de travail,
de mode`les ge´ome´triques et cine´matiques, et de singularite´s.
L’un des objectifs de la the`se est l’analyse de la sensibilite´ de l’Orthoglide, manipulateur
d’architecture paralle`le de´veloppe´ a` l’IRCCyN, afin de de´velopper une me´thode de syn-
the`se des tole´rances de ses dimensions et ses variables angulaires. La de´marche utilise´e
pour analyser sa sensibilite´ et les re´sultats obtenus sont pre´sente´s dans le chapitre 2. En-
suite, une approche d’analyse de la sensibilite´ des performances d’un syste`me me´canique
est utilise´e dans le chapitre 3 pour de´finir un indice de robustesse optimal de la conception
d’un me´canisme et pour de´velopper une me´thode de synthe`se de tole´rances. Enfin, le cha-
pitre 4 vise a` comparer la robustesse de manipulateurs 3R ge´ne´riques et non-ge´ne´riques.
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Une e´tape pre´alable a` la synthe`se de tole´rances des dimensions d’un me´canisme est l’ana-
lyse de sensibilite´ de ses performances aux variations de ses parame`tres ge´ome´triques. En
effet, la connaissance de cette sensibilite´ permet au concepteur et au fabricant de mieux
cibler les e´le´ments pour lesquels les tole´rances doivent eˆtre serre´es ou larges. Dans ce cha-
pitre, nous analysons la sensibilite´ d’un manipulateur d’architecture paralle`le a` trois degre´s
de liberte´ nomme´ « Orthoglide » et de´veloppe´ a` l’Institut de Recherche en Communica-
tions et Cyberne´tique de Nantes 1. Chaque jambe de ce manipulateur est compose´e d’une
articulation prismatique motorise´e, de deux articulations roto¨ıdes et d’une articulation de
type paralle´logramme.
Notre principale contribution dans ce chapitre est ainsi le de´veloppement de deux me´-
thodes d’analyse de sensibilite´ de l’Orthoglide. La premie`re pre´sente l’avantage d’avoir
1IRCCyN: UMR n◦ 6597 CNRS, E´cole Centrale de Nantes, Universite´ de Nantes, E´cole des Mines de
Nantes
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une mise en e´quations simple et d’offrir un ordre d’ide´e des variations les plus influentes
sur la position de l’effecteur. Cependant, elle ne permet pas de prendre en compte les va-
riations internes aux articulations de type paralle´logramme. C’est la raison pour laquelle
nous de´veloppons une deuxie`me me´thode. Les re´sultats obtenus indiquent que la confi-
guration isotrope cine´matique du manipulateur est la plus inte´ressante. En effet, c’est la
configuration pour laquelle la sensibilite´ de la position et de l’orientation de son effecteur
est globalement minimale.
Introduction
Ces deux dernie`res de´cennies, les manipulateurs d’architecture paralle`le ont attire´ l’at-
tention de nombreux chercheurs qui les conside`rent comme des solutions alternatives pre´-
cieuses aux manipulateurs et machines industriels. Les machines d’architecture se´rielle
conventionnelles ont assure´ment atteint leurs limites en terme de performance dynamique.
En effet, meˆme s’ils ont de bonnes caracte´ristiques ope´rationnelles : large espace de travail,
hautes flexibilite´ et manoeuvrabilite´, les manipulateurs d’architecture se´rielle pre´sentent
l’inconve´nient d’avoir une faible puissance et leur rigidite´ ne peut eˆtre augmente´e qu’au
prix d’un accroissement des masses en mouvement.
Au contraire, les manipulateurs d’architecture paralle`le pre´sentent les avantages suivants :
faibles masses de´place´es, rigidite´ importante, hautes fre´quences naturelles, construction
me´canique modulaire, possibilite´ de fixation des actionneurs motorise´s sur la base fixe.
Cependant, leur pre´cision n’est pas ne´cessairement meilleure que celle des manipulateurs
d’architecture se´rielle. En effet, meˆme si les variations dimensionnelles peuvent eˆtre com-
pense´es avec les manipulateurs d’architecture paralle`le, elles peuvent aussi eˆtre amplifie´es
contrairement a` celles des manipulateurs d’architecture se´rielle, (Wenger et al., 1999).
Quelques travaux sur l’analyse de sensibilite´ de me´canismes d’architecture paralle`les existent
dans la litte´rature. De nombreuses e´tudes ont e´te´ faites sur la plate-forme de Gough
-Stewart. Wang et Masory (1993) ont par exemple e´tudie´ l’effet des tole´rances dimension-
nelles sur sa pre´cision. Kim et Choi (2000) ont utilise´ une me´thode d’analyse directe pour
calculer les erreurs de position et d’orientation de sa plate-forme mobile en supposant
les de´fauts des articulations connus. Ils ont aussi utilise´ une me´thode d’analyse d’erreurs
inverse pour calculer les erreurs dans les articulations en fonction des erreurs de position
et d’orientation de la plate-forme.
Kim et Tsai (2003) ont e´tudie´ l’effet des erreurs d’alignement des actionneurs line´aires
d’un manipulateur paralle`le de translation a` trois degre´s de liberte´ sur la position de
sa plate-forme mobile. Han et al. (2002) ont utilise´ une me´thode d’analyse de sensibilite´
cine´matique pour montrer qu’un manipulateur d’architecture paralle`le de type 3-UPU est
tre`s sensible aux jeux dans les articulations. Fan et al. (2003) ont quant a` eux analyse´
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la sensibilite´ de la structure paralle`le de type 3-PRS d’une machine d’usinage hybride
(machine se´rielle-paralle`le).
Nous pouvons remarquer que les me´canismes e´tudie´s dans la litte´rature ne posse`dent
ge´ne´ralement pas d’articulation de type paralle´logramme. Les me´thodes propose´es ne
sont donc pas ne´cessairement adapte´es a` l’Orthoglide. L’un des objectifs de ce chapitre
est ainsi de de´velopper des me´thodes permettant d’analyser la sensibilite´ de la position et
de l’orientation de l’effecteur de l’Orthoglide aux variations des longueurs et angulaires,
notamment a` celles des paralle´logrammes.
L’Orthoglide est un manipulateur d’architecture paralle`le de translation a` trois degre´s de
liberte´. Un prototype a` e´chelle re´duite de ce manipulateur est repre´sente´ par la figure 2.1.
La sensibilite´ du manipulateur sera e´tudie´e au moyen de deux me´thodes comple´mentaires.
figure 2.1 – Prototype de l’Orthoglide
Dans un premier temps, une analyse cine´matique de la structure permet d’avoir un ordre
d’ide´e de l’influence des variations dimensionnelles sur la position de l’effecteur. Cette
analyse permet par ailleurs de montrer que les variations des parame`tres de conception
du meˆme type d’une jambe a` l’autre ont la meˆme influence sur la position de l’effec-
teur. Bien que cette me´thode soit compacte, elle ne peut pas eˆtre utilise´e pour connaˆıtre
l’influence des variations internes aux articulations de type paralle´logramme. Ainsi, une
me´thode vectorielle diffe´rentielle est mise au point pour e´tudier l’influence des variations
des longueurs et angulaires des e´le´ments du manipulateur, notamment les erreurs de pa-
ralle´lisme des barres des paralle´logrammes, sur la position et l’orientation de l’effecteur
du manipulateur. En outre, les configurations du manipulateur les plus inte´ressantes et
les plus pe´nalisantes seront recherche´es.
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2.1 Manipulateur e´tudie´ : l’Orthoglide
2.1.1 Ge´ome´trie du manipulateur
Le manipulateur e´tudie´ dans ce chapitre est d’architecture paralle`le et est repre´sente´ par la
figure 2.2. Nomme´ « Orthoglide », il est constitue´ de trois chaˆınes cine´matiques identiques
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figure 2.2 – Parame´trage de l’Orthoglide
monte´es en paralle`le et son effecteur P a un mouvement de translation pure. Une broche
peut eˆtre monte´e sur son effecteur connecte´ aux articulations motorise´es par l’interme´-
diaire de trois articulations de type paralle´logramme. Les articulations motorise´es sont
les articulations prismatiques et les directions de ces articulations sont orthogonales. Les
chaˆınes cine´matiques du manipulateur sont de type PRPaR, ou` P indique une articulation
prismatique, R une articulation roto¨ıde, et Pa une articulation de type paralle´logramme.
Cette dernie`re ge´ne`re une translation circulaire et est parfois appele´e articulation de type
Π (Π joint), (Angeles, 2004).
2.1.2 Dimensionnement du manipulateur
Le prototype de l’Orthoglide conc¸u a` l’IRCCyN a e´te´ dimensionne´ de manie`re a` ce que :
– l’effecteur atteigne une vitesse de 1,2 m.s-1 et une acce´le´ration de 17 m.s-2 a` l’iso-
tropie ;
– la charge admissible soit supe´rieure a` 4 kg (outil et broche inclus) ;
– les facteurs d’amplification de vitesse soient compris entre 1/2 et 2 lorsque l’effecteur
balaie le cube Cu d’areˆte e´gale a` 200 mm repre´sente´ en traits-tille´s sur la figure 2.3.
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figure 2.3 – Espace de travail de l’Orthoglide et cube Cu
Par ailleurs, les trois jambes du manipulateur sont conc¸ues afin d’e´viter les collisions entre
les paralle´logrammes et les articulations prismatiques. Les dimensions du manipulateur
ainsi retenues sont : L = L1 = L2 = L3 = 310,58 mm, d = d1 = d2 = d3 = 80 mm,
et r = r1 = r2 = r3 = 31 mm, ou` Li et di sont la longueur et la largeur du i
e`me
paralle´logramme, et ri la distance entre le point Ci et l’effecteur P (voir figure 2.2),
(Chablat et Wenger, 2003).
2.2 Sensibilite´ des performances cine´matiques du ma-
nipulateur
L’usinage en trois axes est l’une des applications possibles de l’Orthoglide. Ses perfor-
mances cine´matiques doivent eˆtre ainsi proches de celles des machines traditionnelles, i.e.
quasiment isotropes a` l’inte´rieur de Cu. Les facteurs d’amplification de vitesse, valeurs
singulie`res minimale et maximale de la matrice jacobienne cine´matique du manipulateur,
sont ici utilise´s pour caracte´riser ses performances cine´matiques.
L’ensemble ope´rationnel du manipulateur est syme´trique par rapport aux axes x, y, z.
L’analyse des proprie´te´s cine´matiques du manipulateur peut ainsi eˆtre re´duite a` l’e´tude se-
lon l’axeQ1Q2, la bissectrice du premier octant de l’ensemble ope´rationnel, (Chablat et al.,
2002). Les coordonne´es carte´siennes de l’effecteur et les coordonne´es articulaires sont iden-
tiques le long de cet axe. Soit p = px = py = pz et ρ = ρx = ρy = ρz les coordonne´es
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carte´siennes de l’effecteur et les coordonne´es articulaires le long de cet axe, respective-
ment. Les expressions de la matrice jacobienne cine´matique inverse, de p et de ρ sont
donne´es dans l’annexe A.
Les limites des articulations prismatiques, de´duites des bornes des facteurs d’amplification
de vitesse, sont e´gales a` : ρmin = 126,80 mm et ρmax = 366,02 mm. De plus, les coordonne´es
des sommets Q1 et Q2 du cube Cu exprime´es dans le repe`re de centre O, intersection
des droites qui portent les articulations prismatiques, et d’axes x, y, et z, sont e´gales a`
pQ1 = (−73,21 − 73,21 − 73,21) et pQ2 = (126,79 126,79 126,79), respectivement.
Les erreurs sur les limites des articulations prismatiques motorise´es et sur le re´glage de
leur ze´ro n’ont pas e´te´ prises en compte dans le calcul de ρmin et ρmax. Cependant, les
limites des facteurs d’amplification de vitesse y sont sensibles. Dans un premier temps,
cette partie vise ainsi a` analyser la sensibilite´ des facteurs d’amplification de vitesse aux
variations des limites articulaires et a` synthe´tiser leur tole´rance. Ensuite, une analyse de
leur sensibilite´ au re´glage du ze´ro sera re´alise´e.
2.2.1 Influence des variations des limites articulaires
La figure 2.4 repre´sente l’e´volution des facteurs d’amplification de vitesse en fonction de la
longueur ρ des articulations prismatiques motorise´es du manipulateur. Pour des facteurs
figure 2.4 – Limites articulaires calcule´es en fonction des bornes des facteurs d’amplification de
vitesse, et leur tole´rance
d’amplification de vitesse λ1 et λ2 borne´s entre 1/2 et 2, la valeur nominale de ρ est bien
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comprise entre 126,80 mm et 366,02 mm. Nous pouvons aussi remarquer que la sensibilite´
de λ1 et λ2 aux variations de ρ est plus importante au voisinage de ρmax qu’au voisinage
de ρmin. En effet,
max
(
∂λ
∂ρ
)
ρmin
= 0,003 (2.1)
et
max
(
∂λ
∂ρ
)
ρmax
= 0,062 (2.2)
sont les sensibilite´s maximales des facteurs d’amplification de vitesse lorsque les action-
neurs prismatiques atteignent leurs bute´es minimale et maximale, respectivement. Ces
sensibilite´s sont exprime´es sous forme alge´brique simple a` partir des expressions des fac-
teurs d’amplification de vitesse donne´es dans l’annexe A.
Les coefficients de sensibilite´ pre´ce´dents peuvent eˆtre utilise´s pour calculer les tole´rances
des limites articulaires. En supposant par exemple qu’une erreur de 10% soit tole´re´e sur
les facteurs d’amplification de vitesse :
∆ρmin = 16,48 mm et ∆ρmax = 3,04 mm (2.3)
ou` ∆ρmin et ∆ρmax sont les tole´rances de rhomin et rhomax, respectivement. D’apre`s
(Paskevitch et al., 2005), il existe une relation line´aire entre ρ et la longueur L des paral-
le´logrammes. Pour une erreur tole´re´e sur les facteurs d’amplification de vitesse de 10%,
les ratios suivants sont donc valables quelle que soit la valeur de L :
∆ρmin
ρmin
= 0,13 et
∆ρmax
ρmax
= 0,0083 (2.4)
En conclusion, les performances cine´matiques du manipulateur sont plus sensibles aux
variations des bute´es articulaires maximales qu’a` celles des bute´es articulaires minimales.
Par conse´quent, une attention particulie`re doit eˆtre porte´e au re´glage de la bute´e articu-
laire maximale. En outre, l’erreur de re´glage du ze´ro des actionneurs prismatiques influent
sur les performances cine´matiques. Il faut donc les prendre en compte lors de la synthe`se
des tole´rances des limites articulaires.
2.2.2 Influence de l’erreur de re´glage du ze´ro des actionneurs
prismatiques
The´oriquement, le manipulateur se trouve dans sa configuration isotrope lorsque l’e´longa-
tion des articulations prismatiques est nulle, i.e.: ρx = ρy = ρz = 0. Ce n’est ge´ne´ralement
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pas le cas lorsque le re´glage du ze´ro des actionneurs n’a pas e´te´ fait au pre´alable ou qu’il
est impre´cis. Cette erreur de re´glage du ze´ro doit cependant eˆtre prise en compte dans le
calcul des tole´rances des limites articulaires. En effet, supposons que l’erreur de re´glage
du ze´ro soit comprise dans l’intervalle [∆0min, ∆0max], les nouvelles tole´rances des limites
articulaires, ∆Nρmin et ∆
N
ρmax, qui permettent aux bornes des facteurs d’amplification de
vitesse d’eˆtre respecte´es sont les suivantes :
∆Nρmin = ∆ρmin −∆0min (2.5)
et
∆Nρmax = ∆ρmax −∆0max (2.6)
Si ∆0min > ∆ρmin ou ∆0max > ∆ρmax, les bornes des facteurs d’amplification de vitesse
ne sont pas respecte´es en tout point du cube Cu. Dans ce cas, il faut re´gler le ze´ro des
actionneurs plus pre´cise´ment afin de diminuer les valeurs de ∆0min et ∆0max.
2.3 Sensibilite´ de la situation de l’effecteur
A l’instar des erreurs de re´glage des bute´es articulaires, responsables des variations des
performances cine´matiques du manipulateur, les erreurs de fabrication, d’assemblage et
d’installation influent sur la pre´cision de la position et de l’orientation de son effecteur.
Deux me´thodes d’analyse de sensibilite´ comple´mentaires sont de´veloppe´es dans cette par-
tie pour analyser la sensibilite´ de la position et de l’orientation de l’effecteur de l’Orthoglide
aux variations dimensionnelles.
Dans un premier temps, une me´thode base´e sur une analyse cine´matique du manipulateur
est utilise´e pour avoir un ordre d’ide´e de l’influence des variations dimensionnelles sur
la position de son effecteur. Cette me´thode pre´sente l’avantage d’eˆtre compacte mais
ne permet d’analyser ni la sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur aux variations des
longueurs et angulaires, ni celle de la position de l’effecteur aux variations dimensionnelles
des paralle´logrammes. Par conse´quent, une me´thode base´e sur une approche vectorielle est
propose´e pour faire une analyse comple`te de la sensibilite´ de la position et de l’orientation
de l’effecteur du manipulateur aux variations des longueurs et angulaires des e´le´ments
du manipulateur, notamment aux variations dimensionnelles des paralle´logrammes. Cette
me´thode permet par ailleurs de dissocier les erreurs influant sur l’orientation de l’effecteur
du manipulateur de celles influant sur sa position.
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2.3.1 Condition d’isostaticite´ du manipulateur
Un syste`me me´canique, me´canisme ou structure, est dit isostatique s’il est possible de
de´terminer toutes les inconnues des liaisons en appliquant le principe fondamental de la
statique. Sinon, il est dit hyperstatique, et le nombre d’inconnues inde´termine´es repre´sente
son degre´ d’hyperstatisme.
Il est important de noter que les deux me´thodes d’analyse de sensibilite´ de l’Orthoglide
propose´es dans ce chapitre procurent des re´sultats significatifs si et seulement si le manipu-
lateur est isostatique. En effet, un me´canisme isostatique fonctionne meˆme si les conditions
ge´ome´triques de montage ne sont pas re´alise´es, i.e. lorsque ses dimensions re´elles ne sont
pas e´gales aux dimensions nominales. Au contraire, pour un me´canisme hyperstatique,
le non respect des contraintes ge´ome´triques au montage entraˆıne son blocage, voire sa
destruction. Dans ce cas, il faut prendre en compte la de´formation des barres pour e´va-
luer l’influence des variations des longueurs des barres et angulaires sur la situation de
l’effecteur.
Sachant que la mobilite´ du manipulateur e´tudie´ est e´gale a` trois, une condition ne´cessaire a`
son isostaticite´ est que ses jambes soient identiques et aient cinq degre´s de liberte´ chacune,
(Karouia et Herve, 2002). Les jambes de l’Orthoglide repre´sente´ par la figure 2.2 sont
identiques mais n’ont que quatre degre´s de liberte´ chacune, en supposant que l’articulation
de type paralle´logramme soit e´quivalente a` une liaison a` un degre´ de liberte´. Pour rendre
le manipulateur e´tudie´ isostatique, nous ajoutons donc une articulation roto¨ıde a` chacune
de ses jambes. La nouvelle morphologie des jambes du manipulateur e´tudie´ est repre´sente´e
par la figure 2.5. Le paralle´lisme des axes des articulations roto¨ıdes des articulations de
P
R
R
Li
Li
R
P
Ai
Bi
Ci
Bi1
Bi2
Ci1
Ci2
ri
Pa
figure 2.5 – Morphologie de la ie`me jambe de l’Orthoglide
type paralle´logramme est aussi une condition ne´cessaire a` l’isostaticite´ du manipulateur
et a` la pertinence des re´sultats obtenus. Dans le cadre de notre e´tude, nous supposons
donc que cette condition est respecte´e.
2.3.2 Analyse de sensibilite´ cine´matique
Une premie`re analyse de la sensibilite´ de l’Orthoglide est ici faite en utilisant un mode`le
simplifie´ afin d’avoir un ordre d’ide´e de l’influence des variations des parame`tres pris en
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compte sur la position de l’effecteur du manipulateur.
Pour obtenir une relation entre les variations de la position de l’effecteur et les variations
dimensionnelles, nous e´crivons les e´quations correspondant aux trois chaˆınes de fermeture
cine´matiques du manipulateur. Nous obtenons ainsi trois fonctions implicites caracte´ris-
tiques de la cine´matique du manipulateur. En les diffe´renciant, nous obtenons une matrice
jacobienne de sensibilite´, qui exprime la relation entre les variations des parame`tres ge´o-
me´triques pris en compte et l’erreur de position de l’effecteur.
2.3.2.1 Nomenclature
Le parame´trage du manipulateur est de´crit par la figure 2.2. La nomenclature re´sume´e
dans le tableau 2.1 regroupe l’ensemble des variables et variations prises en compte par
la premie`re me´thode d’analyse de sensibilite´ du manipulateur.
Rb(O,x,y,z) repe`re de re´fe´rence d’origine O et d’axes x, y et z
RP (P,X,Y,Z) syste`me de coordonne´es d’origine P et lie´ a` l’effecteur
p =
[
px py pz
]T
coordonne´es carte´siennes de l’effecteur exprime´es dans Rb
δp =
[
δpx δpy δpz
]T
erreur de position de l’effecteur exprime´e dans Rb
ρi e´longation de la i
e`me articulation prismatique
δρi erreur d’e´longation de la i
e`me articulation prismatique
Li longueur the´orique du i
e`me paralle´logramme
δLi variation de la longueur du i
e`me paralle´logramme
ai distance entre les points O et Ai
ri distance entre les points P et Ci
tableau 2.1 – Nomenclature propre a` l’analyse de sensibilite´ cine´matique
2.3.2.2 Mise en e´quations
Les points A1, A2 et A3 sont les points d’attache des actionneurs prismatiques et leurs
coordonne´es carte´siennes exprime´es dans Rb sont a1, a2, et a3, respectivement.
a1 =
[
−a1 0 0
]T
(2.7a)
a2 =
[
0 −a2 0
]T
(2.7b)
a3 =
[
0 0 −a3
]T
(2.7c)
ai est la distance entre les points Ai et O, O e´tant l’origine du repe`re de base Rb. Les
points B1, B2 et B3 sont les points d’attache des actionneurs prismatiques et des paralle´-
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logrammes. Leurs coordonne´es dans le repe`re de base sont :
b1 =
[
−a1 + ρ1 b1y b1z
]T
(2.8a)
b2 =
[
b2x −a2 + ρ2 b2z
]T
(2.8b)
b3 =
[
b3x b3y −a3 + ρ3
]T
(2.8c)
ou` ρi est l’e´longation de la i
e`me articulation prismatique. b1y et b1z sont les de´fauts de
position du point B1 selon les axes y et z du repe`re de base Rb, respectivement. De meˆme,
b2x et b2z sont les de´fauts de position du point B2 selon les axes x et z de Rb, et b3x et
b3y sont les de´fauts de position du point B3 selon les axes x et y de Rb. Ces de´fauts de
position sont dus aux erreurs d’orientation des directions des actionneurs prismatiques,
i.e. aux de´fauts de perpendicularite´ des actionneurs prismatiques.
Les coordonne´es carte´siennes des points C1, C2, et C3, exprime´es dans Rb, sont les sui-
vantes :
c1 =
[
px − r1 0 0
]T
(2.9a)
c2 =
[
0 py − r2 0
]T
(2.9b)
c3 =
[
0 0 pz − r3
]T
(2.9c)
ou` px, py, pz sont les coordonne´es carte´siennes de l’effecteur P , exprime´es dans le repe`re
Rb.
La longueur du i e`me paralle´logramme, Li, est la norme euclidienne du vecteur
−−−→
BiCi.
Li = ‖ci − bi‖2 , i = 1,2,3 (2.10)
Il en de´coule trois fonctions implicites exprime´es en fonction des parame`tres ge´ome´triques
du manipulateur :
F1 = (−r1 + px + a1 − ρ1)2 + (py − b1y)2 + (pz − b1z)2 − L21 = 0 (2.11)
F2 = (px − b2x)2 + (−r2 + py + a2 − ρ2)2 + (pz − b2z)2 − L22 = 0 (2.12)
F3 = (px − b3x)2 + (py − b3y)2 + (−r3 + pz + a3 − ρ3)2 − L23 = 0 (2.13)
En diffe´renciant les fonctions F1, F2, et F3 par rapport aux parame`tres ge´ome´triques du
manipulateur et de la position de l’effecteur, nous obtenons une relation entre l’erreur de
position de l’effecteur, δp, et les variations des parame`tres ge´ome´triques, δqi :
δF i = Aiδp+Biδqi = 0 , i = 1,2,3 (2.14)
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avec
Ai =
[
∂Fi/∂px ∂Fi/∂py ∂Fi/∂pz
]
(2.15)
Bi =
[
∂Fi/∂ai ∂Fi/∂biy ∂Fi/∂biz ∂Fi/∂ρi ∂Fi/∂Li ∂Fi/∂ri
]
(2.16)
δp =
[
δpx δpy δpz
]T
(2.17)
δqi =
[
δai δhi δki δρi δLi δri
]T
(2.18)
ou` δai, δhi, δki, δρi, δLi, et δri, repre´sentent les variations de ai, hi, ki, ρi, Li, et ri,
respectivement, et h1 = b1y, k1 = b1z, h2 = b2x, k2 = b2z, h3 = b3x, k3 = b3y.
L’e´quation suivante tient compte du couplage des trois chaˆınes de fermeture cine´matiques
du manipulateur.
Aδp+Bδq = 0 (2.19)
Elle est de´duite de l’e´quation (2.14) en isolant les parame`tres ge´ome´triques des coordon-
ne´es carte´siennes de la position de l’effecteur. Les expressions des matrices A, B, et du
vecteur δq sont les suivantes :
A =
[
AT1A
T
2A
T
3
]T
∈ R3×3 (2.20)
B =


B1 0 0
0 B2 0
0 0 B3

 ∈ R3×18 (2.21)
δq =
[
δqT1 δq
T
2 δq
T
3
]T
∈ R18×1 (2.22)
Nous pouvons remarquer que A est la matrice jacobienne cine´matique paralle`le de l’Or-
thoglide. D’apre`s Chablat et Wenger (2003), le manipulateur ne rencontre pas de confi-
guration singulie`re paralle`le lorsque son effecteur parcourt le cube Cu. Par conse´quent, A
n’est pas singulie`re et son inverse A−1 existe sur Cu. L’erreur de position de l’effecteur est
ainsi de´finie par :
δp = C δq (2.23)
ou` C, appele´e matrice jacobienne de sensibilite´ du manipulateur, a pour expression :
C = −A−1B =


∂px/∂a1 ∂px/∂h1 · · · ∂px/∂r3
∂py/∂a1 ∂py/∂h1 · · · ∂py/∂r3
∂pz/∂a1 ∂pz/∂h1 · · · ∂pz/∂r3

 ∈ R3×18 (2.24)
Les termes de la matrice C sont les coefficients de sensibilite´ des coordonne´es carte´siennes
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de la position de l’effecteur du manipulateur aux parame`tres ge´ome´triques. Ces coeffi-
cients sont utilise´s par la suite pour analyser la sensibilite´ de la position de l’effecteur de
l’Orthoglide aux variations de ses parame`tres ge´ome´triques. Les re´sultats de cette analyse
de sensibilite´ sont pre´sente´s ci-apre`s.
2.3.2.3 Re´sultats de l’analyse de sensibilite´ cine´matique
Dans cette partie, nous analysons la sensibilite´ de la position de l’effecteur de l’Orthoglide
a` l’aide des termes de la matriceC. Cette matrice de´pend de la position de l’effecteur. Dans
un premier temps, nous calculons donc la moyenne des coefficients de sensibilite´ lorsque
l’effecteur parcourt le cube Cu d’areˆte e´gale a` 200 mm et repre´sente´ par la figure 2.3.
Ensuite, nous faisons une analyse locale de la sensibilite´ de la position de l’effecteur pour
repe´rer les positions les plus pe´nalisantes et les plus inte´ressantes.
Les figures 2.6, 2.7, 2.8, et 2.9 repre´sentent les valeurs moyennes des coefficients de sen-
sibilite´ de px, py, pz, et de la norme de p lorsque l’effecteur P parcourt le cube Cu. Ces
moyennes sont calcule´es a` partir de cent points choisis ale´atoirement dans le cube Cu.
figure 2.6 – Sensibilite´ moyenne de px lorsque
P parcourt Cu
figure 2.7 – Sensibilite´ moyenne de py lorsque
P parcourt Cu
Comme l’indiquent ces figures, la position de l’effecteur est tre`s sensible aux variations de
la position des points Ai, des longueurs des paralle´logrammes Li, des longueurs des ac-
tionneurs prismatiques, ρi, et de la position des points Ci, ri (cf. figure 2.5). En revanche,
elle est tre`s peu sensible aux variations des parame`tres b1y, b1z, b2x, b2z, b3x, et b3y, i.e.
aux de´fauts de perpendicularite´ des actionneurs prismatiques. Par ailleurs, nous pouvons
remarquer que px, (py, pz, respectivement) est beaucoup plus sensible aux variations des
parame`tres ge´ome´triques de la premie`re (deuxie`me, troisie`me, respectivement) jambe du
manipulateur qu’a` celles des parame`tres ge´ome´triques des autres jambes. Ces corre´lations
sont dues a` la syme´trie de l’architecture du manipulateur. Dore´navant, nous tiendrons
compte simplement des variations des parame`tres ge´ome´triques de la premie`re jambe du
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figure 2.8 – Sensibilite´ moyenne de pz lorsque
P parcourt Cu
figure 2.9 – Sensibilite´ moyenne de p lorsque
P parcourt Cu
manipulateur. En effet, la sensibilite´ de la position de l’effecteur aux variations des para-
me`tres ge´ome´triques des deuxie`me et troisie`me jambes peut eˆtre de´duite de la sensibilite´
de la position de l’effecteur aux variations des parame`tres ge´ome´triques de la premie`re
jambe.
A l’aide d’une analyse par intervalles, Chablat et al. (2002) ont montre´ que l’analyse cine´-
matique de l’Orthoglide dans le cube Cu peut eˆtre re´duite a` une analyse sur la diagonale
Q1Q2 de Cu. En effet, les bornes des facteurs d’amplification de vitesse du manipulateur
sont respecte´es en tout point du Cu lorsqu’elles le sont aux sommets Q1 et Q2. Par ailleurs
l’e´tude des singularite´s sur la diagonale Q1Q2 est suffisante pour connaˆıtre toutes les confi-
gurations singulie`res du manipulateur lorsque l’effecteur du manipulateur parcourt le cube
Cu (cf. Annexe A).
Nume´riquement, nous remarquons que les valeurs des coefficients de sensibilite´ sont maxi-
males lorsque l’effecteur du manipulateur se trouve aux points Q1 et Q2. Ainsi, nous
supposons que les limites prescrites des coefficients de sensibilite´ sont respecte´es en tout
point de Cu si elles le sont aux points Q1 et Q2. En outre, nous limitons l’analyse locale
de la sensibilite´ de l’Orthoglide dans le cube Cu a` son analyse sur la diagonale Q1Q2 en
supposant que les re´sultats obtenus sont caracte´ristiques de la sensibilite´ du manipulateur
lorsque son effecteur balaie Cu.
Les figures 2.10 et 2.11 repre´sentent ainsi l’e´volution des coefficients de sensibilite´ de px et
py aux variations des parame`tres ge´ome´triques de la premie`re jambe du manipulateur, i.e.:
a1, b1y, b1z, r1, L1, et r1, lorsque l’effecteur parcourt la diagonale Q1Q2. Il s’ave`re que ces
coefficients sont minimaux dans la configuration isotrope cine´matique du manipulateur,
i.e.: P ≡ O, et maximaux lorsque l’effecteur se trouve en Q2, i.e.: dans la configuration la
plus proche d’une configuration singulie`re se´rielle.
La figure 2.12 pre´sente les coefficients de sensibilite´ de la position de l’effecteur lorsqu’il
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figure 2.10 – Sensibilite´ de px aux variations
de la premie`re jambe
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figure 2.11 – Sensibilite´ de py aux variations
de la premie`re jambe
parcourt la diagonale Q1Q2. Nous pouvons remarquer a` nouveau que tous les coefficients
de sensibilite´ sont minimaux lorsque le manipulateur se trouve dans sa configuration
isotrope cine´matique et maximaux lorsque l’effecteur se trouve en Q2, i.e. au plus pre`s
d’une configuration singulie`re se´rielle.
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figure 2.12 – Sensibilite´ de p aux variations de
la premie`re jambe
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figure 2.13 – Sensibilite´ globale de p, px, py, pz
La figure 2.13 repre´sente les sensibilite´s globales de p, px, py, et pz a` l’ensemble des
variations dimensionnelles prises en compte. Nous constatons que la configuration isotrope
cine´matique est a` nouveau la plus inte´ressante, puisque les sensibilite´s globales de p, px,
py, et pz sont minimales dans cette configuration. Au contraire, la configuration la plus
proche d’une configuration singulie`re, i.e. P ≡ Q2, est la plus pe´nalisante.
D’apre`s les courbes pre´ce´dentes la sensibilite´ de la position de l’effecteur aux diffe´rentes
variations est minimale lorsque le manipulateur se trouve dans sa configuration isotrope
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cine´matique. Les figures 2.14 et 2.15 repre´sentent les coefficients de sensibilite´ de px et de
la position globale de l’effecteur lorsque le manipulateur se trouve dans cette configuration.
0
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figure 2.14 – Sensibilite´ de px dans la configu-
ration isotrope cine´matique
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figure 2.15 – Sensibilite´ de p dans la configu-
ration isotrope cine´matique
Par ailleurs, l’erreur de position de l’effecteur ne de´pend pas de l’erreur d’orientation
des directions des actionneurs prismatiques dans la configuration isotrope cine´matique
puisque la sensibilite´ de la position de l’effecteur aux variations de b1y, b1z, b2x, b2z, b3x,
et b3y est nulle dans cette configuration. De plus, les sensibilite´s de px, py, et pz y sont
de´couple´es. En effet, les variations de px (py, pz, respectivement) sont seulement dues
aux variations dimensionnelles des parame`tres ge´ome´triques de la premie`re (deuxie`me,
troisie`me, respectivement) jambe. Les coefficients de sensibilite´ correspondants sont e´gaux
a` un. Ce qui signifie que les variations dimensionnelles ne sont ni amplifie´es, ni compense´es
dans la configuration isotrope cine´matique.
Les figures 2.16 et 2.17 repre´sentent les coefficients de sensibilite´ de px et de p lorsque
l’effecteur se trouve en Q2. Dans ce cas, les sensibilite´s de px, py, et pz sont couple´es. Les
variations de px sont par exemple aussi bien dues aux variations dimensionnelles des pa-
rame`tres ge´ome´triques de la premie`re jambe qu’a` celles des parame`tres ge´ome´triques des
autres jambes. Par ailleurs, l’amplification des variations dimensionnelles est importante
dans cette configuration. En effet, les coefficients de sensibilite´ sont quasiment tous supe´-
rieurs a` un et certains avoisinent deux. Par exemple, la sensibilite´ de p aux variations des
longueurs des paralle´logrammes est e´gale a` 1.9. Ce qui signifie qu’une variation de 10 mm
de la longueur d’un paralle´logramme engendre une variation de 19 mm de la position de
l’effecteur.
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figure 2.16 – Sensibilite´ de px lorsque l’effec-
teur se trouve en Q2
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figure 2.17 – Sensibilite´ de p lorsque l’effec-
teur se trouve en Q2
2.3.2.4 Conclusion
Nous pouvons de´duire des re´sultats de l’analyse de sensibilite´ pre´ce´dente que la confi-
guration isotrope cine´tostatique du manipulateur est la plus inte´ressante. En effet, elle
correspond a` la configuration pour laquelle la sensibilite´ de la position de son effecteur
aux variations des parame`tres ge´ome´triques est minimale. La figure 2.18 repre´sente l’Or-
thoglide dans sa configuration isotrope cine´tostatique.
Q1
Q2
POy
z
x
Espace
detravail
cartésien
Cu
figure 2.18 – Configuration isotrope cine´matique de l’Orthoglide
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Au contraire, la configuration pour laquelle l’effecteur de l’Orthoglide se trouve en Q2,
configuration la plus proche d’une configuration singulie`re se´rielle, est la plus pe´nalisante.
Elle correspond en effet a` la configuration pour laquelle la sensibilite´ de la position de
l’effecteur du manipulateur est maximale. En outre, les figures 2.6 a` 2.9 et 2.14 a` 2.17
montrent que les variations des parame`tres ge´ome´triques du meˆme type d’une jambe a`
l’autre ont la meˆme influence sur la position de l’effecteur.
Nous pouvons cependant remarquer que l’analyse de sensibilite´ pre´ce´dente ne tient pas
compte des variations des longueurs des barres des paralle´logrammes, meˆme si elle tient
compte des variations de la longueur globale des paralle´logrammes. C’est la raison pour la-
quelle nous de´veloppons une autre me´thode pour prendre en compte les variations internes
des articulations de type paralle´logramme, pour analyser la sensibilite´ de l’orientation de
l’effecteur, et pour faire la distinction entre les variations responsables de l’erreur de po-
sition de l’effecteur et celles responsables de son erreur d’orientation.
2.3.3 Analyse de sensibilite´ vectorielle
Dans cette partie, nous mettons au point une me´thode d’analyse de sensibilite´ de l’Or-
thoglide comple´mentaire a` l’analyse de sensibilite´ pre´ce´dente. Cette me´thode pre´sente
les avantages de prendre en compte les variations internes aux articulations de type pa-
ralle´logramme et d’e´valuer la sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur aux variations des
longueurs et angulaires. Pour de´velopper cette me´thode, nous nous sommes aussi inspire´s
d’une e´tude de Huang et al. (2003) d’un manipulateur d’architecture paralle`le comprenant
aussi des articulations de type paralle´logramme.
Dans un premier temps, nous exprimons les variations des longueurs et angulaires sous
forme vectorielle. En e´crivant les e´quations de fermeture des jambes du manipulateur, nous
obtenons ensuite des relations entre l’erreur de position, l’erreur d’orientation, les varia-
tions des longueurs, et les variations angulaires. A partir de ces relations, nous obtenons
les expressions des erreurs d’orientation et de position de l’effecteur du manipulateur en
fonction des variations des longueurs et angulaires responsables de ces erreurs, respective-
ment. Il en de´coule des indices de sensibilite´ de la position et de l’orientation de l’effecteur
du manipulateur. Ces indices nous permettent ainsi d’analyser la sensibilite´ de l’effecteur
aux variations des longueurs et angulaires, notamment aux erreurs de paralle´lisme des
barres des paralle´logrammes.
2.3.3.1 Parame´trage des variations des longueurs et angulaires
Les variations des longueurs et angulaires de la ie`me jambe du manipulateur, repre´sen-
te´e sche´matiquement par la figure 2.5, sont repre´sente´es sous forme vectorielle par les
figures 2.19, 2.20, 2.21, et 2.22.
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2.3.3.2 Nomenclature
Les variations des longueurs et angulaires repre´sente´es par les figures 2.19, 2.20, 2.21, et
2.22 sont re´pertorie´es dans le tableau 2.2.
Notation Description
Rb(O,x,y,z) repe`re de re´fe´rence d’origine O et d’axes x, y et z
RP (P,X,Y,Z) syste`me de coordonne´es d’origine P et lie´ a` l’effec-
teur
Ri(Ai,xi,yi,zi) syste`me de coordonne´es lie´ a` la i e`me articulation
prismatique
p =
[
px py pz
]T
coordonne´es carte´siennes de l’effecteur exprime´es
dans Rb
δp =
[
δpx δpy δpz
]T
erreur de position de l’effecteur exprime´e dans Rb
a0 position nominale du point Ai par rapport a` O
exprime´e dans Ri
o vecteur des coordonne´es carte´siennes du point O
exprime´es dans Rb
ai vecteur des coordonne´es carte´siennes du point Ai
exprime´es dans Rb
bi vecteur des coordonne´es carte´siennes du point Bi
exprime´es dans Ri
bij vecteur des coordonne´es carte´siennes du point Bij
exprime´es dans Ri
cij vecteur des coordonne´es carte´siennes du point Cij
exprime´es dans Ri
ci vecteur des coordonne´es carte´siennes du point Ci
exprime´es dans Ri
δai erreur de position du point Ai exprime´e dans Ri
ρi e´longation de la i
e`me articulation prismatique
δρi erreur d’e´longation de la i
e`me articulation prisma-
tique
Li longueur the´orique du i
e`me paralle´logramme
δLi variation de la longueur du i
e`me paralle´logramme
δθ =
[
δθx δθy δθz
]T
erreur d’orientation de l’effecteur exprime´e dans
Rb
δLij variation de la longueur de la barre BijCij
δbi variation de la longueur de la barre Bi1Bi2
Suite page suivante

2.3 Sensibilite´ de la situation de l’effecteur 47
Notation Description
Suite ...
δci variation de la longueur de la barre Ci1Ci2
δli erreur de paralle´lisme des barres Bi1Bi2 et Ci1Ci2
δmi erreur de paralle´lisme des barres Bi1Ci1 et Bi2Ci2
w direction des barres Bi1Ci1 et Bi2Ci2
δw variation de la direction des barresBi1Ci1 etBi2Ci2
δei =
[
δeix δeiy δeiz
]T
somme des erreurs de position des points Ai, Bi,
Ci
δθAi =
[
δθAix δθAiy δθAiz
]T
variation angulaire de la direction de la i e`me arti-
culation prismatique
δθBi =
[
δθBix δθBiy δθBiz
]T
variation angulaire entre la barre Bi1Bi2 et la di-
rection de la i e`me articulation prismatique
δθCi =
[
δθCix δθCiy δθCiz
]T
variation angulaire entre l’effecteur et la barre
Ci1Ci2
δγi =
[
δγix δγiy δγiz
]T
erreur d’orientation du i e`me paralle´logramme par
rapport a` la i e`me articulation prismatique et a` l’ef-
fecteur
tableau 2.2 – Nomenclature propre a` l’analyse de sensibilite´ vectorielle
2.3.3.3 Mise en e´quations
Le parame´trage du manipulateur connu, nous obtenons les relations entre l’erreur de
position, l’erreur d’orientation, les variations des longueurs, et les variations angulaires,
en e´crivant les e´quations de fermeture des jambes du manipulateur.
o,ai,bi,bij,cij,ci, et p sont les coordonne´es carte´siennes des pointsO, Ai, Bi, Bij, Cij, Ci, et
P , respectivement, exprime´es dans le repe`re Rb, ou` Rb est le repe`re de re´fe´rence d’origine
O, intersection des directions des droites qui portent les actionneurs prismatiques.
D’apre`s la figure 2.19,
ai − o = Ri(a0 + δai) (2.25)
ou` a0 est la position nominale du point Ai par rapport a` O exprime´e dans Ri, ai est sa
position re´elle exprime´e dans Rb, et δai est son erreur de position exprime´e dans Ri. Ri
est la matrice de transformation de Ri a` Rb et I3 est la matrice identite´ de dimension
(3× 3).
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R1 = I3 (2.26)
R2 =


0 0 −1
1 0 0
0 −1 0

 (2.27)
R3 =


0 1 0
0 0 1
1 0 0

 (2.28)
D’apre`s la figure 2.20,
bi − ai = Ri(ρi + δρi)e1 +RiδθAi × (ρi + δρi)e1 (2.29)
ou` ρi est le de´placement de la i
e`me articulation prismatique, δρi est sa variation, δθAi =[
δθAix δθAiy δθAiz
]T
est la variation angulaire de sa direction, e´quivalent au de´faut de
perpendicularite´. Par ailleurs,
e1 =


1
0
0

 (2.30)
e2 =


0
0
1

 (2.31)
ξ(j) =
{
1 if j = 1
−1 if j = 2 (2.32)
D’apre`s la figure 2.21,
bij − bi = Ri[I3 + δθAi×]
(
ξ(j)(d/2 + δbi/2)[I3 + δθBi×]e2
)
(2.33)
cij − bij = Liwi + δLijwi + Liδwi (2.34)
ou` d est la largeur nominale du paralle´logramme, δbi est la variation de longueur de la
barre Bi1Bi2 et est suppose´e e´quitablement partage´e de chaque coˆte´ du point Bi. δθBi =[
δθBix δθBiy δθBiz
]T
est l’erreur d’orientation de la barre Bi1Bi2 par rapport a` la
direction de la i e`me articulation prismatique. Li est la longueur du i
e`me paralle´logramme.
δLij est la variation de longueur de la barre BijCij de vecteur directeur wi. δwi est la
variation de ce dernier et lui est perpendiculaire.
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D’apre`s la figure 2.22,
cij − ci = Ri[I3 + δθ×]
(
ξ(j)(d/2 + δci/2)[I3 + δθCi×]e2
)
(2.35)
ci − p = [I3 + δθ×]Ri(c0 + δci) (2.36)
ou` δci est la variation de longueur de la barre Ci1Ci2. Elle est suppose´e e´galement partage´e
de part et d’autre de Ci. Le vecteur δθCi =
[
δθCix δθCiy δθCiz
]T
repre´sente l’erreur
d’orientation de la barre Ci1Ci2 par rapport a` la barre CiP . ci est le vecteur des coor-
donne´es re´elles de Ci exprime´es dans Rb, c0 est le vecteur de ses coordonne´es nominales
et δci est son erreur de position exprime´es dans Ri. Enfin, δθ =
[
δθx δθy δθz
]T
est
l’erreur d’orientation de l’effecteur exprime´e dans Rb.
En line´arisant les e´quations (2.25) a` (2.35) et en isolant les termes nominaux, i.e. p0 =
Ri(a0+ ρie1− c0)+Liwi, nous obtenons l’expression de l’erreur de position de l’effecteur
du manipulateur :
δp = p− p0
= Ri
(
δei + ρi(δθAi × e1) + ξ(j) d/2 (δθAi × e2) + (2.37)
ξ(j) d/2 (δγi × e2) + ξ(j) δmi/2 e2
)
+
δLijwi + Liδwi − δθ ×Ri
(
c0 + d/2 ξ(j) e2
)
ou`
δei = δai + δρie1 − δci est la somme des erreurs de position des points Ai, Bi, et Ci
exprime´e dans Ri ;
δγi = δθBi − δθCi est la somme des erreurs d’orientation du i e`me paralle´logramme par
rapport a` la direction de la i e`me articulation prismatique et par rapport a` l’effecteur ;
δmi = δbi − δci correspond a` l’erreur de paralle´lisme des barres Bi1Ci1 et Bi2Ci2 comme
le repre´sente la figure 2.23.
D’apre`s l’e´quation (2.37), les erreurs de position et d’orientation de l’effecteur sont cou-
ple´es. Les erreurs de position de l’effecteur peuvent eˆtre compense´es puisque le manipula-
teur a trois degre´s de liberte´ de translation, contrairement aux erreurs d’orientation qui ne
peuvent pas l’eˆtre lors du fonctionnement du manipulateur. Il est donc important de mi-
nimiser les variations des parame`tres ge´ome´triques responsables des erreurs d’orientation
de l’effecteur.
Les relations entre l’erreur d’orientation de l’effecteur, son erreur de position et les varia-
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figure 2.23 – Variations du ie`me paralle´logramme
tions des parame`tres ge´ome´triques sont de´duites de l’e´quation suivante :
wTi δp = w
T
i Riδei + ρi(Rie1 ×wi)TRiδθAi + ξ(j) d/2 (2.38)
(Rie2 ×wi)TRi(δθAi + δγi) + ξ(j) δmi/2 wTi Rie2
+δLij −
(
Ri(c0 + ξ(j) d/2 e2)×wi
)T
δθ
Elle est obtenue en multipliant l’e´quation (2.37) par wTi et en utilisant la circularite´ du
produit vectoriel.
2.3.3.4 Relation entre l’erreur d’orientation de l’effecteur et les variations
des parame`tres ge´ome´triques
Une relation entre l’erreur d’orientation de l’effecteur et les variations des parame`tres
ge´ome´triques, inde´pendante de l’erreur de position δp, est de´duite par soustraction des
expressions de l’e´quation (2.38) obtenues pour j = 1 et j = 2 :
d(Rie2 ×wi)T δθ = δli + d(Rie2 ×wi)TRi(δθAi + δγi) + δmi wTi Rie2 (2.39)
ou` δli = δLi1 − δLi2 est l’erreur relative des longueurs des barres Bi1Ci1 et Bi2Ci2.
C’est aussi l’erreur de paralle´lisme des barres Bi1Bi2 et Ci1Ci2 comme le repre´sente la
figure 2.23). En outre, l’e´quation (2.39) peut eˆtre e´crite sous forme compacte :
δθ = Jθθǫθ (2.40)
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telle que
Jθθ = D
−1E (2.41)
D = d


(R1e2 ×w1)T
(R2e2 ×w2)T
(R3e2 ×w3)T

 (2.42)
E =


E1 01×8 01×8
01×8 E2 01×8
01×8 01×8 E3

 (2.43)
Ei =
[
1 wTi Rie2 d(Rie2 ×wi)TRi d(Rie2 ×wi)TRi
]
(2.44)
δθ est l’erreur d’orientation de l’effecteur exprime´e dans Rb et ǫθ = (ǫTθ1,ǫTθ2,ǫTθ3)T tel que
ǫθi = (δli,δmi,δθ
T
Ai,δγ
T
i )
T . Le de´terminant de D est nul si et seulement si les vecteurs
normaux au plans comprenant les paralle´logrammes sont coline´aires, ou si un paralle´lo-
gramme est aplati. En raison de la conception du manipulateur, aucune de ces conditions
n’est ve´rifie´es lorsque son effecteur parcourt le cube Cu. Par conse´quent, le de´terminant
de la matrice D ne s’annule pas et la matrice est inversible quelle que soit la position de
P dans Cu.
En outre, comme (Rie2×wi)T⊥Rie2, δθAiz et δγiz, les troisie`mes composantes des vecteurs
δθAi et δγi projete´s dans Ri, n’ont pas d’effet sur l’orientation de l’effecteur. Ainsi, la
matrice Jθθ peut eˆtre simplifie´e en e´liminant ses colonnes associe´es a` δθAiz et δγiz, i =
1,2,3. En conclusion, dix-huit variations : δli, δmi, δθAix, δθAiy, δγix, δγiy, i = 1,2,3, sont
responsables de l’erreur d’orientation de l’effecteur.
2.3.3.5 Relation entre l’erreur de position de l’effecteur et les variations des
parame`tres ge´ome´triques
Par addition des expressions de l’e´quation (2.38) obtenues pour j = 1 et j = 2, nous obte-
nons une relation entre l’erreur de position de l’effecteur et les variations des parame`tres
ge´ome´triques, inde´pendante de δγi :
wTi δp = δLi +w
T
i Riδei + ρi(Rie1 ×wi)TRiδθAi − (Ric0 ×wi)T δθ (2.45)
L’e´quation (2.45) peut eˆtre e´crite sous forme compacte :
δp = Jppǫp + Jpθǫθ = [JppJpθ]
[
ǫp
ǫθ
]
(2.46)
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ou`
Jpp = F
−1G (2.47)
Jpθ = F
−1HJθθ (2.48)
F = [w1w2w3]
T (2.49)
G = diag(Gi) (2.50)
Gi =
[
1 wTi Ri ρi(Rie1 ×wi)TRi
]
(2.51)
H = −
[
R1c0 ×w1 R2c0 ×w2 R3c0 ×w3
]
(2.52)
ǫp = (ǫ
T
p1,ǫ
T
p2,ǫ
T
p3)
T (2.53)
ǫpi = (δLi,δe
T
i ,δθ
T
Ai)
T (2.54)
δLi = (δLi1+δLi2)/2 est la valeur moyenne des variations des longueurs des barres Bi1Ci1
et Bi2Ci2, i.e.: la variation de la longueur du i
e`me paralle´logramme. ǫp est l’ensemble des
variations des parame`tres ge´ome´triques responsables de l’erreur de position de l’effecteur,
excepte´es celles responsables de son erreur d’orientation. ǫp est compose´ de trois types
d’erreurs :
– les variations des longueurs des paralle´logrammes, i.e.: δLi,i = 1,2,3 ;
– les erreurs de position des points Ai, Bi, et Ci, i.e.: δei,i = 1,2,3 ;
– les erreurs d’orientation des directions des actionneurs prismatiques, δθAi, i = 1,2,3.
F correspond a` la matrice jacobienne cine´matique du manipulateur. D’apre`s Chablat et Wenger
(2003), elle n’est pas singulie`re et donc inversible lorsque lorsque l’effecteur P balaie le
cube Cu.
D’apre`s l’e´quation (2.45), comme (Rie1×wi)T⊥Rie1, la matrice Jpp peut eˆtre simplifie´e en
e´liminant les colonnes associe´es a` δθAix, i = 1,2,3. En conclusion, trente-trois variations :
δLi, δeix, δeiy, δeiz, δθAix, δθAiy, δθAiz, δli, δmi, δγix, δγiy, i = 1,2,3 sont responsables de
l’erreur de position de l’effecteur.
En re´arrangeant les termes des matrices Jpp et Jpθ, l’erreur de position de l’effecteur a
pour expression :
δp = J ǫq =
[
J1 J2 J3
]
(ǫq1 ǫq2 ǫq3)
T (2.55)
ou` ǫqi =
(
δLi,δeix,δeiy,δeiz,δθAix,δθAiy,δθAiz,δli,δmi,δγix,δγiy
)
et J ∈ R3×33.
2.3.3.6 Indices de sensibilite´
Afin d’examiner l’influence des erreurs des parame`tres de conception sur la position et
l’orientation de l’effecteur, des indices de sensibilite´ sont ne´cessaires. D’apre`s les re´sultats
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de l’analyse de sensibilite´ cine´matique, les variations des parame`tres de conception du
meˆme type d’une jambe a` l’autre ont la meˆme influence sur la position de l’effecteur.
Ainsi, en supposant que les variations des parame`tres de conception soient inde´pendantes,
la sensibilite´ de la position de l’effecteur aux variations du k e`me parame`tre ge´ome´trique
responsable de l’erreur de position, i.e.: ǫq(1,2,3)k, est nomme´e µk et de´finie par l’e´quation
suivante :
µk =
√√√√ 3∑
i=1
3∑
m=1
J2imk , k = 1, · · · ,11 (2.56)
De meˆme, νr est un indice de sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur aux variations
du r e`me parame`tre de conception responsable de l’erreur d’orientation, i.e:ǫθ(1,2,3)r. νr est
de´duit de l’e´quation (2.40) et est de´fini par :
νr = arccos
tr(Qr)− 1
2
, r = 1, · · · ,6 (2.57)
ou` Qr est la matrice de rotation correspondant a` l’erreur d’orientation de l’effecteur. νr
est un invariant line´aire qui correspond a` la rotation globale, (Angeles, 2002).
Qr =


CνzrCνyr
(
CνzrSνyrSνxr − SνzrCνxr
) (
CνzrSνyrCνxr + SνzrSνxr
)
SνzrCνyr
(
SνzrSνyrSνxr + CνzrCνxr
) (
SνzrSνyrCνxr − CνzrSνxr
)
−Sνyr CνyrSνxr CνyrCνxr

 (2.58)
telle que Cνxr = cos νxr, Sνxr = sin νxr, Cνyr = cos νyr, Sνyr = sin νyr, Cνzr = cos νzr,
Sνzr = sin νzr, et
νxr =
√√√√ 2∑
j=0
J2θθ1(6j+r) , r = 1, · · · ,6 (2.59)
νyr =
√√√√ 2∑
j=0
J2θθ2(6j+r) , r = 1, · · · ,6 (2.60)
νzr =
√√√√ 2∑
j=0
J2θθ3(6j+r) , r = 1, · · · ,6 (2.61)
Finally, µk can be employed as a sensitivity index of the position of the end-effector to
the kth design parameter responsible for the position error. Likewise, νr can be employed
as a sensitivity index of the orientation of the end-effector to the rth design parameter
responsible for the orientation error. It is noteworthy that these sensitivity indices depend
on the location of the end-effector.
En conclusion, µk est l’indice de sensibilite´ de la position de l’effecteur aux variations du
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k e`me parame`tre de conception responsable de son erreur de position. νr est l’indice de
sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur aux variations du r e`me parame`tre de conception
responsable de son erreur d’orientation. La valeur de ces indices varie avec la position de
l’effecteur et leur unite´ diffe`re suivant le type de variation. Les re´sultats de l’analyse de
sensibilite´ de l’Orthoglide mene´e a` l’aide de ces deux indices sont donne´s ci-apre`s.
2.3.3.7 Re´sultats de l’analyse de sensibilite´ vectorielle
Les indices de sensibilite´ de´finis par les e´quations (2.56) et (2.57) sont utilise´s pour e´valuer
la sensibilite´ de la position et de l’orientation de l’effecteur du manipulateur aux variations
des parame`tres de conception, notamment a` celles des dimensions des paralle´logrammes.
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figure 2.24 – Sensibilite´ de la position de l’effecteur le long de Q1Q2
Les figures 2.24(a) et 2.24(b) repre´sentent ainsi la sensibilite´ de la position de l’effecteur du
manipulateur aux variations des longueurs et angulaires, respectivement, lorsqu’il parcourt
la diagonale Q1Q2 du cube Cu (px = py = pz = p ∈ [q1,q2]).
D’apre`s la figure 2.24(a), la position de l’effecteur est tre`s sensible aux variations des
longueurs des paralle´logrammes, δLi, et a` l’erreur de position des points Ai, Bi, et Ci
le long de l’axe xi de Ri, i.e.: δeix. Au contraire, l’influence de δli et δmi, erreurs de
paralle´lisme des barres des paralle´logrammes, est faible et meˆme ne´gligeable lorsque le
manipulateur se trouve dans sa configuration isotrope (p = 0). D’apre`s la figure 2.24(b),
les erreurs d’orientation des actionneurs prismatiques, δθAiy et δθAiz, sont les variations
angulaires les plus influentes sur la position de l’effecteur. Par ailleurs, il est important
de noter que la sensibilite´ de la position de l’effecteur aux variations angulaires est nulle
lorsqu’il se trouve dans sa configuration isotrope.
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figure 2.25 – Sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur le long de Q1Q2
Les figures 2.25(a) et 2.25(b) repre´sentent la sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur
aux variations des longueurs et angulaires, respectivement, lorsqu’il parcourt la diagonale
Q1Q2 du cube Cu. D’apre`s la figure 2.25(a), les variations des longueurs δli et δmi, carac-
te´risant les erreurs de paralle´lisme des barres des articulations de type paralle´logramme
sont les seules variations des longueurs responsables de l’erreur d’orientation de l’effecteur.
De plus, l’influence de l’erreur de paralle´lisme des petites barres des paralle´logrammes,
δli, est plus importante que celle de leurs grandes barres, δmi.
D’apre`s les figures 2.24(a) et 2.24(b), la sensibilite´ de la position et de l’orientation de
l’effecteur est ge´ne´ralement nulle dans la configuration isotrope cine´matique (p = 0).
En effet, seules les variations δLi et δeix ge´ne`rent une erreur de position de l’effecteur
dans cette configuration. De meˆme, seules les variations δli, δθAiy et δγiy ge´ne`rent une
erreur d’orientation de l’effecteur dans cette configuration. Au contraire, la sensibilite´ de
la position et de l’orientation de l’effecteur est maximale lorsque le manipulateur se situe
au voisinage de ses configurations singulie`res cine´matiques, i.e.: P ≡ Q1 et P ≡ Q2.
En outre, les figures 2.24(a) et 2.24(b) peuvent eˆtre utilise´es pour calculer les erreurs de
position et d’orientation de l’effecteur du manipulateur connaissant les valeurs des varia-
tions des parame`tres ge´ome´triques. Supposons par exemple que δli, valeur caracte´ristique
de l’erreur de paralle´lisme des petites barres des paralle´logrammes, soit e´gale a` 10 mm,
l’erreur de position de l’effecteur est e´gale a` 3 mm lorsque l’effecteur se trouve en Q1. De
meˆme, d’apre`s la figure 2.24(b), si l’erreur d’orientation de la direction de la i e`me articu-
lation prismatique autour de l’axe yi est e´gale a` 0,1 radian, i.e.: δθAiy = 0,1 rad, l’erreur
de position de l’effecteur est e´gale a` 0,48 mm lorsque l’effecteur se trouve en Q2.
Le tableau 2.3 re´capitule les re´sultats de l’analyse de sensibilite´ de l’Orthoglide. La pre-
mie`re colonne de´crit la notation des variations prises en compte et la deuxie`me colonne
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leur signification. La troisie`me et la quatrie`me colonnes pre´sentent la sensibilite´ de la
position de l’effecteur lorsque le manipulateur se trouve dans sa configuration isotrope
cine´matique et lorsque l’effecteur se trouve au point Q2, respectivement. La cinquie`me
et la sixie`me colonnes pre´sentent la sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur a` l’isotropie
et en Q2. L’intensite´ de la sensibilite´ de la position et de l’orientation de l’effecteur est
repre´sente´e par quatre symboles :
+++ sensibilite´ forte ;
++ sensibilite´ moyenne ;
+ sensibilite´ faible ;
0 sensibilite´ nulle.
Notation Description µ (Isotropie) µ (Q2) ν (Isotropie) ν (Q2)
δLi variation de la longueur du
i e`me paralle´logramme
++ +++ 0 0
δaix erreur de position du point
Ai selon l’axe xi du repe`re
Ri
++ +++ 0 0
δaiy, δaiz erreur de position du point
Ai selon les axes yi et zi du
repe`re Ri
0 ++ 0 0
δρi variation de l’e´longation de
la i e`me articulation prisma-
tique
++ +++ 0 0
δcix erreur de position du point
Ci selon l’axe xi du repe`re
Ri
++ +++ 0 0
δciy, δciz erreur de position du point
Ci selon les axes yi et zi du
repe`re Ri
0 ++ 0 0
δli erreur de paralle´lisme des
petites barres du i e`me pa-
ralle´logramme
0 ++ +++ ++
δmi erreur de paralle´lisme des
grandes barres du i e`me pa-
ralle´logramme
0 + 0 +
Suite page suivante
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Notation Description µ (Isotropie) µ (Q2) ν (Isotropie) ν (Q2)
Suite ...
δθAix variation angulaire de la
direction de la i e`me articu-
lation prismatique autour
de l’axe xi de Ri
0 + 0 ++
δθAiy variation angulaire de la
direction de la i e`me articu-
lation prismatique autour
de l’axe yi de Ri
0 +++ +++ +++
δθAiz variation angulaire de la
direction de la i e`me articu-
lation prismatique autour
de l’axe zi de Ri
0 +++ 0 0
δγAix erreur de torsion du i
e`me
paralle´logramme par rap-
port a` la i e`me articulation
prismatique et par rapport
a` l’effecteur (rotation au-
tour de l’axe xi de Ri)
0 + 0 ++
δγAiy erreur de torsion du i
e`me
paralle´logramme par rap-
port a` la i e`me articulation
prismatique et par rapport
a` l’effecteur (rotation au-
tour de l’axe yi de Ri)
0 +++ +++ +++
δγAiz erreur de torsion du i
e`me
paralle´logramme par rap-
port a` la i e`me articulation
prismatique et par rapport
a` l’effecteur (rotation au-
tour de l’axe zi de Ri)
0 0 0 0
tableau 2.3 – Re´capitulatif des re´sultats de l’analyse de sensibilite´ de l’Orthoglide
Conclusion
L’objectif de ce chapitre e´tait d’analyser la sensibilite´ de l’Orthoglide : manipulateur d’ar-
chitecture paralle`le a` trois degre´s de liberte´ de translation. Apre`s avoir pre´sente´ l’archi-
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tecture et le parame´trage du manipulateur, nous avons analyse´ l’influence des variations
des limites articulaires et des erreurs de re´glage de leu ze´ro sur la position de l’effecteur.
Les tole´rances optimales des bute´es articulaires ont par ailleurs e´te´ calcule´es.
La principale contribution de ce chapitre est le de´veloppement de deux me´thodes d’ana-
lyse de sensibilite´ de l’Orthoglide aux variations des longueurs et angulaires. La premie`re
me´thode permet d’avoir un ordre d’ide´e de l’influence des variations des parame`tres ge´o-
me´triques du manipulateur sur la position de son effecteur. Les re´sultats obtenus a` partir
de cette me´thode indiquent que la configuration isotrope cine´matique du manipulateur
est la plus inte´ressante. En effet, la sensibilite´ globale de la position de l’effecteur aux
variations conside´re´es est minimale dans cette configuration. Au contraire, elle est maxi-
male au voisinage des configurations singulie`res se´rielles du manipulateur. Par ailleurs, il
s’ave`re que les variations du meˆme type d’une jambe a` l’autre du manipulateur ont la
meˆme influence sur la position de son effecteur. Cette correspondance est probablement
due a` la syme´trie du manipulateur. Cette premie`re me´thode pre´sente l’avantage d’avoir
une mise en e´quations simple. Cependant, elle ne permet pas de prendre en compte les
variations internes aux articulations de type paralle´logramme, notamment les erreurs de
paralle´lisme des petites barres et des grandes barres des paralle´logrammes. C’est la raison
pour laquelle nous avons mis au point une deuxie`me me´thode d’analyse de sensibilite´ de
l’Orthoglide, comple´mentaire a` la premie`re.
Cette deuxie`me me´thode de´crit les variations des longueurs et angulaires sous forme vec-
torielle. Ainsi, nous avons pu prendre en compte les variations internes des articulations
de type paralle´logramme, telles que les erreurs de paralle´lisme et de torsion. De plus, cette
me´thode nous a permis d’analyser la sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur aux varia-
tions des longueurs et angulaires. La mise en e´vidence des configurations du manipulateur
minimisant et maximisant sa sensibilite´ aux variations est un autre re´sultat inte´ressant
de cette analyse. A l’image des re´sultats obtenus avec la premie`re me´thode, il s’ave`re que
la sensibilite´ de la position et de l’orientation de l’effecteur est ge´ne´ralement minimale
lorsque le manipulateur se trouve dans sa configuration isotrope cine´matique.
La sensibilite´ de l’Orthoglide de´pend e´videmment de son dimensionnement et de son
architecture. L’une des motivations de la conception robuste est ainsi de trouver le di-
mensionnement optimal du me´canisme minimisant la sensibilite´ de ses performances, la
position et l’orientation de l’effecteur par exemple, aux diffe´rentes sources de variations.
Par ailleurs, les re´sultats de l’analyse de sensibilite´ du manipulateur peuvent eˆtre utilise´s
pour synthe´tiser les tole´rances optimales de ses dimensions. Dans le chapitre suivant, nous
proposons ainsi un indice de robustesse optimal de la conception d’un me´canisme et une
proce´dure de synthe`se de tole´rances.
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Ce chapitre pre´sente une proce´dure de synthe`se de tole´rances de me´canismes. Elle est
de´compose´e en deux e´tapes a` re´aliser de manie`re se´quentielle. La premie`re e´tape consiste
a` calculer les valeurs optimales des variables de conception du me´canisme afin d’e´largir
le domaine de variations admissible de ses variables et parame`tres de conception. Nous
proposons ainsi un indice de robustesse optimal de la conception d’un me´canisme. La
deuxie`me e´tape consiste a` synthe´tiser les tole´rances des parame`tres ge´ome´triques a` l’aide
d’une me´thode de synthe`se de tole´rances que nous de´veloppons graˆce a` une approche
d’analyse de sensibilite´ des performances. La proce´dure de synthe`se de tole´rances sera
illustre´e par l’e´tude de deux manipulateurs d’architecture se´rielle et d’un manipulateur
d’architecture paralle`le.
60 Chapitre 3. Indices de robustesse et synthe`se de tole´rances de me´canismes
Introduction
Les concepteurs se contentent ge´ne´ralement de pre´dire les performances de conceptions
propose´es, alors que les mode`les existants peuvent souvent eˆtre utilise´s pour comprendre
et controˆler les effets de la variabilite´ d’une conception. Ainsi, en exploitant ce potentiel
non utilise´, les conceptions peuvent eˆtre de´veloppe´es de manie`re a` eˆtre performantes tout
en tole´rant des variations.
Afin d’ame´liorer et de maˆıtriser les performances d’un me´canisme, il est donc ne´cessaire de
prendre en compte les variations de ses variables et parame`tres de conception. Par ailleurs,
l’abstraction de ces variations peut conduire a` des conceptions non fiables et couˆteuses,
(Parkinson, 1995). En outre, elles peuvent eˆtre dues a` des sources diverses : proce´de´ de
fabrication, proprie´te´s des mate´riaux, usure des pie`ces, environnement ope´rationnel.
La sensibilite´ des performances d’un syste`me aux variations varie avec ses dimensions. La
robustesse peut ainsi faire l’objet de crite`re de dimensionnement dans un proble`me de
conception. Un ou plusieurs indice(s) de robustesse est (sont) ainsi ne´cessaire(s).
Sundaresan et al. (1993) ont propose´ un indice de sensibilite´ SI pour e´valuer la sensibilite´
de la performance d’un syste`me me´canique aux variations de ses variables de conception.
Cet indice est de´fini de la manie`re suivante :
SI =
(
1
l
l∑
i=1
fi
k
) 1
k
(3.1)
ou` k est ge´ne´ralement e´gal a` 2, l est le nombre de variables de conception, et fi , i = 1, . . . ,l,
est l’ensemble des valeurs de la fonction performance du syste`me calcule´es aux l plus
mauvaises combinaisons des variables de conception, comprises dans leur intervalle de
tole´rance respectif. Cependant, cet indice pre´sente les inconve´nients de n’eˆtre de´fini que
pour des syste`mes mono-performance et de ne´cessiter la connaissance des tole´rances des
variables de conception.
Zhu et Ting (2001) utilisent quant a` eux une approche base´e sur l’analyse de sensibilite´
des performances d’un syste`me pour e´tudier la robustesse de sa conception. Il en de´coule
une matrice jacobienne de sensibilite´ qui lient les variations des performances du syste`me
e´tudie´ et les variations des variables et parame`tres de conception. La transformation ge´-
ne´re´e par cette matrice peut eˆtre repre´sente´e par un hyper-ellipso¨ıde, dont la taille et
la forme de´crivent la sensibilite´ des performances aux variations. Al-Widyan et Angeles
(2005) ont aussi utilise´ cette approche pour pre´senter un cadre the´orique et une me´tho-
dologie ge´ne´rale du proble`me de conception robuste.
Dans ce chapitre, nous adoptons cette approche pour de´terminer un indice de robustesse
approprie´ a` la quantification de la robustesse de me´canismes, et pour de´velopper une me´-
thode permettant de calculer les valeurs nominales optimales des variables de conception
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lorsque les tole´rances des variables et parame`tres de conception sont connues. Lorsque
ces dernie`res ne sont pas connues, il est tout de meˆme possible de calculer les dimen-
sions optimales du me´canisme au moyen de l’indice de robustesse propose´, utilise´ comme
crite`re de dimensionnement dans un proble`me d’optimisation. Ensuite, les tole´rances des
variables de conception et des parame`tres environnementaux optimales pourront eˆtre cal-
cule´es a` l’aide d’une me´thode de synthe`se de tole´rances, et de´duite de l’approche base´e
sur l’analyse de sensibilite´ des performances. C’est notamment l’une des raisons du choix
de l’approche de´crite ci-apre`s.
3.1 Analyse de la sensibilite´ des performances d’un
me´canisme
Dans cette partie, nous pre´sentons la de´marche utilise´e pour analyser la sensibilite´ des
performances d’un me´canisme et de´terminer sa matrice jacobienne de sensibilite´. Cette
matrice nous permet entre autres de repre´senter graphiquement la sensibilite´ des perfor-
mances du me´canisme, et de de´terminer un indice de robustesse.
Les variations des performances d’un me´canisme de´pendent des variations de ses variables
et parame`tres de conception environnementaux. Lorsque les fonctions performances fi,
i = 1, . . . ,n sont de´finies explicitement (de manie`re alge´brique) en fonction des variables
et parame`tres de conception, l’expression de leur variation peut eˆtre obtenue en line´arisant
les fonctions fi, i.e. en retenant les termes du premier ordre de leur de´veloppement en se´rie
de Taylor.
L’expression de la i e`me composante δfi du vecteur des variations des performances δf =
[δf1 . . . δfn]
T est la suivante :
δfi =
l∑
j=1
∂fi(x,p)
∂xj
δxj +
m∑
j=1
∂fi(x,p)
∂pj
δpj (3.2)
et peut s’e´crire sous forme matricielle :
δf = [Jx Jp]
[
δxT δpT
]T
= J δX (3.3)
ou` δx = [δx1 . . . δxl]
T et δp = [δp1 . . . δpm]
T sont respectivement les vecteurs des variations
des variables et des parame`tres de conception. Jx = ∂f/∂x (respectivement Jp = ∂f/∂p)
est la matrice jacobienne de sensibilite´ du vecteur des fonctions performances f par rapport
aux variables de conception (respectivement par rapport aux parame`tres de conception
environnementaux). Lorsque les variations des variables de conception ne sont pas prises
en compte, J = Jp et X = p. A l’inverse, J = Jx et X = x lorsque seules les variations
des variables de conception sont prises en compte.
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La conception d’un me´canisme est robuste lorsque la sensibilite´ de ses performances aux
variations de ses variables et parame`tres de conception environnementaux est minimale.
Cela revient a` minimiser globalement les variations δfi, c’est-a`-dire la norme de δf . L’ex-
pression du carre´ de la norme euclidienne de δf , ‖δf‖2, est la suivante :
‖δf‖22 = δfT δf = δXTS δX (3.4)
S = JTJ est nomme´e matrice de sensibilite´.
En supposant que les variations des variables de conception ne soient pas prises en compte,
J = Jp et S est une matrice syme´trique de dimension (m×m), m e´tant la dimension du
vecteur des parame`tres de conception environnementaux. La matrice S est diagonalisable
et peut eˆtre exprime´e sous la forme suivante :
S = Q diag(λi) Q
T , Q = [q1 · · ·qi · · ·qm] , i ∈ 1, . . . ,m (3.5)
ou` li est sa i
e`me valeur propre et qi est le vecteur propre associe´ a` λi. La matrice de passage
Q est compose´e des vecteurs propres associe´s aux valeurs propres de S.
δp = Qr (3.6)
L’e´quation suivante donne l’expression de la norme des variations des performances en
fonction des composantes de r = [r1 . . . rm]
T , qui est la projection du vecteur des variations
des parame`tres de conception dans la base forme´e par les vecteurs colonnes de Q.
‖δf‖2 =
√
λ1r12 + · · ·+ λmrm2 (3.7)
Le ratio Signal/Bruit de Taguchi peut eˆtre utilise´ pour quantifier la sensibilite´ des per-
formances d’un me´canismes aux facteurs de bruits, (Taguchi, 1993). Par analogie, nous
de´finissons la sensibilite´ S des performances du me´canisme aux variations des parame`tres
de conception environnementaux par le ratio de la norme euclidienne des variations des
performances et de celle des variations des parame`tres de conception environnementaux.
S =
‖δf‖2
‖δp‖2 =
√
λ1r12 + · · ·+ λmrm2
r21 + · · ·+ r2m
(3.8)
D’apre`s l’e´quation 3.8, S de´pend des variations des parame`tres de conception environ-
nementaux. Il est cependant possible de la borner par des termes inde´pendants de ces
variations. En effet, en supposant que λ1 6 λ2 6 · · · 6 λm, S est comprise entre la plus
petite valeur singulie`re, σ1 =
√
λ1 , et la plus grande valeur singulie`re, σ1 =
√
λm, de la
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matrice jacobienne de sensibilite´ J.
σ1 6 S 6 σm (3.9)
En outre, l’e´quation (3.7) repre´sente une famille d’hyper-ellipso¨ıdes de dimension m et
de parame`tre ‖δf‖2, appele´s hyper-ellipso¨ıdes de sensibilite´. Les longueurs de leurs demi-
axes sont inversement proportionnelles aux valeurs singulie`res de la matrice jacobienne de
sensibilite´. La figure 3.1 repre´sente l’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´ d’un me´canisme ayant
deux parame`tres de conception environnementaux, p1 et p2, et pour lequel les variations
de ses variables de conception ne sont pas prises en compte.
dp1
dp2
q1
q2
|| ||d sf 2/ 2
|| ||d sf /
12
|| ||=df 2 constante
figure 3.1 – Ellipse de sensibilite´, m = 2
L’hyper-ellipso¨ıde est ici une ellipse puisque m = 2. σ1 et σ2 sont respectivement la plus
petite et la plus grande valeur singulie`re de J. q1 et q2 sont les vecteurs propres associe´s
a` σ1 et σ2, respectivement. ‖δf‖2/σi est la longueur du i e`me demi-axe principal de l’ellipse
de sensibilite´. La longueur de ce demi-axe principal de l’ellipse de sensibilite´ augmente
ainsi lorsque ‖δf‖2 augmente et σi diminue.
Les variations des variables de conception ne sont ici pas prises en compte. L’ellipse de
sensibilite´ est ainsi trace´e dans l’espace des variations des parame`tres de conception envi-
ronnementaux. Les points de coordonne´es (δp1, δp2) appartenant a` la surface de l’ellipse
de sensibilite´ correspondent a` une meˆme norme des variations de la performance. Ainsi, la
sensibilite´ S des performances aux variations des parame`tres de conception est minimale
le long du plus grand demi-axe de l’ellipse de sensibilite´. Pour une norme des variations
des performances donne´e, cette direction correspond a` celle ou` la norme des variations des
parame`tres de conception environnementaux tole´re´e est la plus importante. Ainsi, la sen-
sibilite´ des performances du me´canisme aux variations des parame`tres de conception est
minimale dans la direction q1 et maximale dans la direction q2, de l’espace des variations
des parame`tres de conception environnementaux.
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En conclusion, la sensibilite´ d’une conception peut eˆtre caracte´rise´e par un hyper-ellipso¨ıde.
Nous allons voir dans la partie suivante qu’il est possible d’en de´duire des indices de ro-
bustesse pour e´valuer et comparer la robustesse de me´canismes.
3.2 Indices de robustesse
Afin d’utiliser la robustesse comme crite`re d’optimisation dans un proble`me de dimen-
sionnement de me´canisme, un ou plusieurs indice(s) de robustesse est (sont) ne´cessaire(s).
L’interpre´tation des re´sultats de l’analyse de sensibilite´ des performances pre´ce´dente nous
permet de de´duire des indices de robustesse et de les comparer.
Le conditionnement nume´rique de la matrice jacobienne de sensibilite´ J est utilise´ en tant
qu’indice de robustesse par certains auteurs, (Ting et Long, 1996), (Al-Widyan et Angeles,
2005). Notons RI1 le conditionnement nume´rique de J. RI1 est le produit de la norme
euclidienne de J par la norme euclidienne de son inverse. C’est aussi le ratio de ses va-
leurs singulie`res maximale et minimale, (Golub et Van Loan, 1994), ou encore le ratio des
bornes maximales et minimales de la sensibilite´ S de´finies par l’e´quation (3.9).
RI1 = ‖J‖2‖J−1‖2 = σmax
σmin
(3.10)
ou` ‖.‖2 est la norme euclidienne.
Dans un proble`me de conception robuste, nous chercherons a` minimiser l’indice RI1. En ef-
fet, lorsqueRI1 est minimal, i.e. :RI1 = 1, les longueurs des demi-axes de l’hyper-ellipso¨ıde
de sensibilite´ sont e´gales et l’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´ est une hyper-sphe`re. Dans ce
cas, la sensibilite´ de la norme euclidienne des variations des performances ne de´pend pas de
la direction des variations des variables de conception (VC) et des parame`tres de concep-
tion environnementaux dans leur espace de variations (PCE), i.e. : il y a une homoge´ne´ite´
de l’influence des variations des VC et des PCE dans leur espace de variations.
Bien que cette proprie´te´ soit inte´ressante, notamment lorsque le concepteur n’a aucune
connaissance de la re´partition des variations des variables et des parame`tres de conception,
la minimisation de RI1 n’est pas e´quivalente a` celle de la sensibilite´ des performances
du me´canisme aux variations des VC et des PCE. En effet, d’apre`s l’e´quation (3.9), la
sensibilite´ S de la conception peut tre`s bien eˆtre borne´e entre deux valeurs singulie`res
e´leve´es lorsque RI1 est minimal. Dans ce cas, les influences des variations des VC et des
PCE sur les performances sont identiques mais importantes.
La figure 3.2 repre´sente trois ellipses de sensibilite´ correspondant a` des me´canismes pour
lesquels seules deux variations sont prises en compte, m = 2. La premie`re caracte´rise une
matrice jacobienne de sensibilite´ dont le conditionnement nume´rique est e´gal a` un et dont
les valeurs singulie`res sont e´gales a` deux, (σ1 = σ2 = 2). La deuxie`me caracte´rise une
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dp1
q2
(3): ( )=6/2=3RI1 3J
q1
dp2
(1) : ( )=2/2=1RI1 1J
(2) : ( )=6/6=1RI1 2J
|| || =df 2 constante
|| || /6df 2
|| || /2df 2
figure 3.2 – Influence de l’indice RI1 sur la forme et la taille des ellipses de sensibilite´
matrice jacobienne de sensibilite´ dont le conditionnement nume´rique est e´gal a` 1 et dont
les valeurs singulie`res sont e´gales a` six, (σ1 = σ2 = 6). Enfin, la troisie`me caracte´rise une
matrice jacobienne dont les valeurs singulie`res sont respectivement e´gales a` deux et six,
(σ1 = 2, σ2 = 6).
La conception la plus inte´ressante, c’est a` dire celle tole´rant les plus larges variations,
correspond a` l’ellipse (1), ici un cercle de rayon ‖δf‖2/2. A l’inverse, la moins inte´ressante
correspond a` l’ellipse (2), ici un cercle de rayon ‖δf‖2/6. Les conditionnements nume´riques
de ces deux matrices jacobiennes sont e´gaux a` un. L’indice RI1 ne permet donc pas de faire
la diffe´rence entre la robustesse de ces deux conceptions. Par ailleurs, nous remarquons
que l’ellipse (2) est incluse dans l’ellipse (3) alors que la valeur de RI1 correspondant a`
l’ellipse (2) est infe´rieure a` celle correspondant a` l’ellipse (3), RI1(J2) < RI1(J3). Par
conse´quent, la minimisation du conditionnement nume´rique de la matrice jacobienne de
sensibilite´ ne garantit pas une minimisation de la sensibilite´ des performances du me´ca-
nisme aux variations. Un autre indice de robustesse est ainsi ne´cessaire pour quantifier la
robustesse de la conception d’un me´canisme.
La borne supe´rieure de la sensibilite´ S est e´gale a` la valeur singulie`re maximale de la
matrice jacobienne de sensibilite´, i.e. sa norme euclidienne. Cette dernie`re peut ainsi faire
office d’indice de robustesse, que nous notons RI2.
RI2 = ‖J‖2 = σmax (3.11)
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ou` σmax est la valeur singulie`re maximale de la J.
Cet indice de robustesse a notamment e´te´ utilise´ par Zhu et Ting (2001) et Hu et al.
(2003). Nous pouvons remarquer sur la figure 3.2 que l’ellipse de sensibilite´ la plus large,
i.e. celle tole´rant les variations les plus importantes, correspond a` la matrice jacobienne
de sensibilite´ ayant la plus faible norme euclidienne (RI2(J1) = 2) alors que les normes
euclidiennes des matrices jacobiennes de sensibilite´ des deux autres conception sont e´gales
a` six. Contrairement a` l’indice RI1, l’indice RI2 permet bien de faire la diffe´rence entre les
robustesses des conceptions (1) et (2). Cependant, il ne permet pas de faire la diffe´rence
entre les robustesses des conceptions (2) et (3) puisque RI2(J2) = RI2(J3) = 6.
En de´finitive, nous conside´rons que l’indice RI2 est le mieux approprie´ a` la quantifica-
tion de la robustesse d’une conception. La comparaison des deux indices de robustesse
pre´ce´dents est illustre´e par l’e´tude d’un amortisseur dans le paragraphe suivant.
3.2.1 E´tude de cas : conception robuste d’un amortisseur
Afin de comparer les indices de robustesse RI1 et RI2, nous e´tudions dans cette partie
l’amortisseur repre´sente´ par la figure 3.3. Les variables de conception sont la masse M
F t( )
X t( )
M Cd
figure 3.3 – Amortisseur
et le coefficient d’amortissement Cd. Les valeurs nominales de ces variables de conception
doivent eˆtre calcule´es afin de maintenir l’amplitude du de´placement de la masseM voisine
de sa valeur nominale e´gale a` 0,1 m, sachant que l’amplitude F0 de la force d’excitation
F (t) = F0 cos(ωt) et sa pulsation ω sont soumises a` des variations conside´rables que le
concepteur ne peut pas controˆler : F0 = 10 N, ω = 2π rad/s. X(t) = X0 cos(ωt + φ) est
l’expression du de´placement de la masse M et est le de´phasage entre ce de´placement et
la force d’excitation. En outre, les relations suivantes existent :
X0 =
F0
ω
√
C2d + ω
2M2
(3.12)
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φ = tan−1
(
ωM
Cd
)
(3.13)
Les vecteurs des variables de conception, parame`tres de conception environnementaux, et
fonctions performances sont x = [M Cd]
T , p = [F0 ω]
T , f = [X0 φ]
T . respectivement. La
relation entre le vecteur des variations des fonctions performances, δf , et les variations
des parame`tres de conception environnementaux, δp, est la suivante :
δf = J δp (3.14)
ou` la matrice jacobienne de sensibilite´ J de´pendant de x et p est e´gale a` :
J = Jp =
[
1 −1− α2
0 α
√
1− α2
]
, α =
X0
F0
ω2M (3.15)
et
δf =
[
δX0/X0
δφ
]
, δp =
[
δF0/F0
δω/ω
]
(3.16)
M M/ [%]max
1/
R
I1
(a) RI1
M M/ [%]max
R
I2
(b) RI2
figure 3.4 – Indices de robustesse
Les figures 3.4(a) et 3.4(b) repre´sentent respectivement les indices de robustesse RI1 et
RI2 de l’amortisseur en fonction de la masse M . D’apre`s la figure 3.4(a), RI1 est minimal
lorsque M/Mmax = 0,54 avec Mmax = 2,533 kg, et la figure 3.4(b) montre que RI2
augmente avec M .
La figure 3.5 repre´sente des ellipses de sensibilite´ trace´es pour diffe´rentes valeurs de M .
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Nous remarquons que plus M est faible, plus l’ellipse de sensibilite´ est large. Cela si-
gnifie que les variations de F0 et ω tole´re´es sont globalement plus importantes et que la
conception du me´canisme est robuste. A l’inverse, l’ellipse de sensibilite´ correspondant
a` la valeur de M/Mmax qui minimise l’indice RI1 est la plus petite. Par conse´quent, ce
re´sultat concorde avec les remarques faites sur l’indice RI1 pre´ce´demment.
dF F0 0/
d
w
w/ RI1min
RI2min
0 1 32 4-1-2-3-4
0
1
3
2
4
-1
-2
-3
-4
figure 3.5 – Ellipses de sensibilite´ de l’amortisseur
Chen et al. (1996) proposent un algorithme d’optimisation pour rendre une conception
robuste sans avoir recours aux indices de robustesse. Cependant, ils ont besoin de connaˆıtre
l’amplitude des variations des parame`tres et des variables de conception pour l’utiliser. En
supposant que ∆F0/F0 = 0,1, ∆ω/ω = 0,1, et M/Mmax > 0,5, leur algorithme converge
vers M/Mmax = 0,5 et Cd = 13,78 N.s.m
-1 afin de minimiser les variations de X0 et de
φ. Le re´sultat obtenu avec l’algorithme de Chen et al. (1996) concorde ainsi avec celui
obtenu en minimisant l’indice de robustesse RI2. En conclusion, l’e´tude de la robustesse
de cet amortisseur conforte notre choix d’utiliser l’indice RI2 comme indice de robustesse.
Dans la suite, nous veillerons a` ne pas confondre les symboles δ et ∆. En effet, δv de´signe
la variation de la variable v alors que ∆v repre´sente son intervalle de tole´rance, i.e. −∆v 6
δv 6 ∆v.
3.3 Utilisation de la robustesse comme crite`re de di-
mensionnement
La robustesse de la conception d’un me´canisme de´pend de ses dimensions. Dans cette
partie, deux me´thodes utilisant la robustesse comme crite`re de dimensionnement sont
introduites.
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La premie`re me´thode ne´cessite la connaissance des tole´rances des variables et des para-
me`tres de conception environnementaux alors que la deuxie`me me´thode peut eˆtre utilise´e
pour calculer les valeurs nominales optimales des variables de conception d’un me´canisme,
lorsque les tole´rances des VC et des PCE ne sont pas connues.
3.3.1 Tole´rances dimensionnelles connues
Les tole´rances dimensionnelles d’un me´canisme de´pendent aussi bien du proce´de´ de fa-
brication que des fonctions du me´canisme (jeux, erreurs accepte´es,...). Par ailleurs, les
couˆts de fabrication d’un produit sont directement lie´s a` ses tole´rances dimensionnelles
(Lee et al., 1993), (Zhang et Wang, 1998). Dans cette partie, les tole´rances dimension-
nelles sont suppose´es connues. L’objectif est ainsi de calculer les dimensions du me´canisme
afin de minimiser l’influence des tole´rances de ses VC et PCE sur ses performances.
L’ide´e est ici d’utiliser la me´thode d’analyse de la sensibilite´ des performances d’un me´-
canisme pre´sente´e pre´ce´demment et de rechercher l’hyper-ellipsoide de sensibilite´ optimal
englobant la boˆıte de tole´rances du me´canisme de´finie dans l’espace des variations des VC
et PCE. L’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´ optimal englobe la boˆıte de tole´rances connue
avec un hyper-volume le plus faible possible. Nous faisons ici la diffe´rence entre les sys-
te`mes mono-performance (n = 1) et les syste`mes multi-performances (n > 1).
3.3.1.1 Performance unique, n = 1
Les donne´es du proble`me de dimensionnement du me´canisme sont ses tole´rances dimen-
sionnelles. La boˆıte de tole´rancesBT est ainsi connue et peut eˆtre repre´sente´e dans l’espace
des variations des VC et PCE du me´canisme. Soit C le parame`tre de l’hyper-ellipso¨ıde
de sensibilite´, c’est-a`-dire l’erreur sur la performance obtenue pour une variation des VC
et PCE situe´e sur la frontie`re de l’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´. Nous proposons ainsi de
re´soudre le proble`me d’optimisation suivant pour trouver les valeurs nominales optimales
des variables de conception du me´canisme, garantissant la robustesse de sa performance :
P1 minimiser C
sous contrainte : inclusion de la boˆıte de tole´rances BT
dans l’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´ du me´canisme
La figure 3.6 illustre le re´sultat du proble`me d’optimisation obtenu pour un me´canisme
n’ayant qu’une seule performance, deux parame`tres de conception, et pour lequel les va-
riations des variables de conception ne sont pas prises en compte. L’hyper-ellipso¨ıde de
sensibilite´ est ici une ellipse puisque seules les variations des deux parame`tres de concep-
tion (m = 2) sont prises en compte. Il s’ave`re que l’ellipse ξ(C2) est la plus inte´ressante
puisque c’est la plus petite ellipse a` englober la boˆıte de tole´rances BT. En conclusion,
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dp1
x( ) : dC f C1 1| |=
dp2
x( ) : dC f | C2 2| =
BT
C2 < C1
figure 3.6 – Dimensionnement d’un me´canisme mono-performance : recherche de l’ellipso¨ıde de
sensibilite´ de parame`tre C minimal, englobant la boˆıte de tole´rances BT, m = 2
les variables de conception correspondant a` l’ellipse ξ(C2) garantissent la robustesse du
me´canisme.
3.3.1.2 Multi-Performances, n > 1
Dans le cas ou` le me´canisme e´tudie´ comprend plusieurs performances, nous proposons deux
proble`mes d’optimisation pour le dimensionner. Le premier proble`me vise a` minimiser la
norme des variations des performances, alors que le deuxie`me proble`me vise a` minimiser
les variations des performances inde´pendamment.
Soit δf = [δf1 . . . δfn]
T le vecteur des variations des n fonctions performances du me´ca-
nisme. Le proble`me P1 pre´sente´ pre´ce´demment peut eˆtre utilise´ pour calculer les variables
de conception du me´canisme. Dans ce cas, les valeurs nominales des variables de conception
sont calcule´es afin de minimiser la norme euclidienne maximale des variations des perfor-
mances lorsque les variations des variables de conception et des parame`tres de conception
environnementaux sont comprises dans la boˆıte de tole´rances BT (cf. figure 3.7).
Conside´rons maintenant les n hyper-ellipso¨ıdes de sensibilite´ associe´s a` chaque perfor-
mance fi, le proble`me d’optimisation P2 peut eˆtre utilise´ pour calculer les variables de
conception optimales du me´canisme :
P2 minimiser C
sous contrainte : inclusion de la boˆıte de tole´rances BT
dans les n hyper-ellipso¨ıdes de sensibilite´ du me´canisme
Les n performances du me´canisme sont caracte´rise´es par les hyper-ellipso¨ıdes ξi, i =
1, . . . ,n. C est le parame`tre des hyper-ellipso¨ıdes de sensibilite´, i.e. une variation situe´e
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dp1
x( ) : dC C1 2 1|| || =f
dp2
x( ) : dC C2 2 2|| || =f
BT
C2 < C1
figure 3.7 – Dimensionnement d’un me´canisme multi-performances : recherche de l’ellipso¨ıde de
sensibilite´ de parame`tre C minimal, englobant la boˆıte de tole´rances BT, m = 2
dp1
x ( ) : |d
1
C f C1|=
dp2
BT
x ( ) : |d
2
C f C2| =
x ( ) : |dn nC f C| =
figure 3.8 – Dimensionnement d’un me´canisme multi-performances : minimisation du parame`tre
C des ellipses de sensibilite´ et inclusion de BT dans les ellipses, m = 2
sur la frontie`re ξ(C) engendre une variation de la i e`me performance de norme euclidienne
e´gale a` C.
Le proble`me P2 pre´sente l’avantage de prendre en compte les variations des performances
inde´pendamment mais ses contraintes sont plus nombreuses. En effet, la ve´rification de
l’inclusion de la boˆıte de tole´rances BT dans un hyper-ellipdo¨ıde de dimension l (l e´tant
le nombre de variables de conception) se fait au moyen de 2l−1 contraintes alors que la
ve´rification de son inclusion dans n hyper-ellipdo¨ıde se fait au moyen de n2l−1 contraintes.
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3.3.2 Tole´rances dimensionnelles inconnues
Les proble`mes d’optimisation pre´sente´s dans la partie pre´ce´dente ne peuvent pas eˆtre
utilise´s pour dimensionner un me´canisme lorsque ses tole´rances dimensionnelles ne sont
pas connues.
Nous proposons ainsi une proce´dure permettant de calculer les valeurs nominales optimales
des variables de conception et leur tole´rance de manie`re se´quentielle. Cette proce´dure est
de´finie comme suit :
1. calcul des valeurs nominales optimales des variables de conception a` l’aide de l’indice
de robustesse RI2 ;
2. synthe`se des tole´rances des variables de conception a` l’aide d’une me´thode de syn-
the`se de tole´rances que nous de´veloppons ulte´rieurement.
Cette proce´dure est illustre´e par l’e´tude d’un manipulateur d’architecture de type se´riel
a` deux degre´s de liberte´. La phase de dimensionnement est de´crite ci-apre`s, alors que la
phase de synthe`se de tole´rances est expose´e ulte´rieurement.
3.3.2.1 Etude de cas : dimensionnement d’un manipulateur 2R
Le manipulateur e´tudie´ est d’architecture de type se´riel a` deux degre´s de liberte´ et est
compose´ de deux articulations roto¨ıdes motorise´es. Nomme´ manipulateur de type 2R, il
est repre´sente´ par la figure 3.9. Il comprend deux barres AB et BE de dimensions l1 et
q1i
q2i
l1
l2
A
B
E
Pi
Pn
P1
ST
y
xxi
yi
figure 3.9 – Manipulateur 2R et sa cible
l2, respectivement. Le manipulateur doit passer par une se´rie de points formant une cible
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ST avec une pre´cision de 10 mm. Dans un premier temps, ses dimensions sont calcule´es
afin de le rendre robuste, i.e. la sensibilite´ de la position de son effecteur aux points de
ST est minimise´e. L’une des raisons de la minimisation de cette sensibilite´ est la volonte´
d’e´largir les tole´rances dimensionnelles, mais aussi de simplifier le calibrage ge´ome´trique
du manipulateur, (Khalil et al., 2000). Dans un second temps, les tole´rances optimales des
variables de conception sont calcule´es en utilisant la me´thode de synthe`se de tole´rances
de´veloppe´e ulte´rieurement.
L’objectif de cette partie est de calculer les valeurs nominales des longueurs des barres l1
et l2 du manipulateur afin de minimiser la sensibilite´ de la position de son effecteur E aux
variations de l1 et l2, lorsque E parcourt une cible ST . La cible ST est ici compose´e de n
points P1, . . . ,Pn. L’effecteur E peut atteindre tous les points de ST si et seulement si l1
et l2 satisfont les conditions suivantes :{
|l1 − l2| 6 r
l1 + l2 > R
(3.17)
ou` r (resp. R) est la distance minimale (resp. maximale) entre le point A et les points Pi.
Ces conditions permettent de de´finir l’espace de faisabilite´ des variables de conception.
Il est repre´sente´ dans la figure 3.10 et est limite´ par les droites d’e´quations |l2 − l1| = r
et l1 + l2 = R. Les variables de conception sont ici les longueurs des barres AB et BE.
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O
figure 3.10 – RI2 = f(l1,l2)
Le vecteur des fonctions performances du manipulateur est compose´ des coordonne´es de

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l’effecteur E aux n points a` atteindre.
x = [l1 l2]
T , f = [eT1 · · · eTi · · · eTn ]T (3.18)
ei = l1 [Cθ1i Sθ1i ]
T + l2 [Cθ1i+θ2i Sθ1i+θ2i ]
T (3.19)
ei est le vecteur des coordonne´es carte´siennes de E lorsque l’effecteur est sense´ se trouver
au point Pi. Cθji = cos θji, Sθji = sin θji, θji e´tant la valeur de l’angle de la j
e`me articulation
roto¨ıde motorise´e lorsque l’effecteur se trouve au point Pi.
La relation entre l’erreur de position de E au point Pi, δfi, et les variations dimensionnelles
δl1 et δl2 est de´duite de l’e´quation (3.19).
La norme ‖δf‖2 du vecteur des variations des performances δf est l’erreur de position
globale de l’effecteur. La matrice jacobienne de sensibilite´ Jx du manipulateur est une
matrice bloc de dimension (2× 2) compose´e des matrices Jxi. La relation entre δf , Jx et
le vecteur des variations dimensionnelles δx est la suivante :
δf = Jxδx tel que Jx = [J
T
x1
· · ·JTxi · · ·JTxn ]T (3.20)
et
Jxi =
[
Cθ1i Cθ1i+θ2i
Sθ1i Sθ1i+θ2i
]
(3.21)
Un des crite`res de dimensionnement du manipulateur est sa robustesse quantifie´e par
l’indice RI2. RI2 est ici la valeur singulie`re maximale de Jx et correspond a` la norme
maximale de l’erreur de position de l’effecteur, ‖δf‖max, lorsque la norme des variations
dimensionnelles est e´gale a` un, i.e.: δl21 + δl
2
2 = 1.
Supposons que ST soit compose´e des quatre points P1, P2, P3, P4 de coordonne´es carte´-
siennes (1,5), (2,7), (3,7), (4,6), respectivement. Les courbes d’isocontours de l’indice de
robustesse RI2 trace´es dans l’espace des variables de conception sont repre´sente´es par la
figure 3.10. Nous pouvons remarquer que ces courbes d’isocontours forment une famille
d’ellipses et que RI2 est minimal lorsque les variables de conception appartiennent au
cercle Crob. L’expression alge´brique de RI2 est donne´e par l’e´quation suivante :
RI2 =
√√√√n+ ∣∣∣∣
n∑
i=1
cos θ2i
∣∣∣∣ =
√√√√n+ ∣∣∣∣
n∑
i=1
x2i + y
2
i − l21 − l22
2l1l2
∣∣∣∣ (3.22)
ou` xi et yi sont les coordonne´es carte´siennes du point Pi. L’ensemble des solutions (l1,l2)
satisfaisant l’e´quation (3.22) pour une valeur donne´e de RI2, est soit l’ellipse ǫ1, soit
l’ellipse ǫ2, dont les e´quations sont L
2
1/a
2
1+L
2
2/b
2
1 = c et L
2
1/a
2
2+L
2
2/b
2
2 = c, respectivement
(a1 = b2 = 1/RI2, a2 = b1 = 1/
√
2n−RI22 ). L1 et L2 sont les expressions de l1 et de
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l2 exprime´es dans un repe`re oriente´ de 45 degre´s par rapport au repe`re de base dans
l’espace des variables de conception. Par conse´quent, les ellipses ǫ1 et ǫ2, repre´sente´es
par la figure 3.11 sont les courbes d’isocontours de l’indice de robustesse RI2. D’apre`s
45°
l1
l2 L1L2
b1 a2
a1b2
e
1
e2
RI2=constante
figure 3.11 – Variables de conception (l1,l2) correspondant a` une meˆme valeur de RI2
l’e´quation (3.22), l’indice RI2 est minimal lorsque l’e´quation suivante est ve´rifie´e :
l21 + l
2
2 =
1
n
n∑
i=1
x2i + y
2
i =
1
n
n∑
i=1
d2(A,Pi) (3.23)
c’est-a`-dire lorsque le dimensionnement (l1,l2) appartient au cercle de rayon la racine carre´e
de la moyenne des distances des points Pi au point A, et centre´ a` l’origine de l’espace
des variables de conception (d(A,Pi) est la distance du point A au point Pi). Ce cercle
correspond bien a` Crob de rayon e´gal a` 6,87. Il existe donc une infinite´ de dimensionnements
(l1,l2) qui minimisent l’indice RI2 et ainsi une infinite´ de manipulateurs robustes. La
figure 3.12 repre´sente trois manipulateurs robustes. D’apre`s la figure 3.12, les barres des
manipulateurs 1, 2, 3 sont quasiment perpendiculaires lorsque leur effecteur passe par les
points P1, P2, P3, et P4. Ceci est justifie´ par l’e´quation (3.22) puisque l’indice RI2 est
minimal lorsque le cosinus des angles θ2i est nul, i.e. lorsque les barres du manipulateur
sont perpendiculaires. La sensibilite´ de la position des effecteurs des manipulateurs 1, 2,
et 3 aux variations de leurs dimensions est dans ce cas minimale.
Pour distinguer les manipulateurs robustes, le concepteur doit utiliser un (d’) autre(s)
crite`re(s) de se´lection. Il peut par exemple prendre en compte le couˆt, la complexite´ du
me´canisme, ses proprie´te´s cine´matiques, l’encombrement. Ici, nous choisissons la dexte´-
rite´ comme deuxie`me crite`re de se´lection. La dexte´rite´ d’un manipulateur caracte´rise son
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figure 3.12 – Manipulateurs robustes
aisance a` exe´cuter des mouvements dans toutes les directions. Elle peut eˆtre quantifie´e
par le conditionnement nume´rique de la matrice jacobienne cine´matique du manipula-
teur. En effet, plus le conditionnement nume´rique est faible, meilleure est la dexte´rite´. La
configuration optimale du manipulateur d’un point de vue de la cine´matique est ainsi sa
configuration isotrope puisque le conditionnement nume´rique de sa matrice jacobienne est
dans ce cas e´gal a` un (Angeles, 2002).
L’expression de la matrice jacobienne cine´matique Jk du manipulateur 2R est la suivante :
Jk =
[
−l1 sin(θ1)− l2 sin(θ1 + θ2) −l2 sin(θ1 + θ2)
l1 cos(θ1) + l2 cos(θ1 + θ2) l2 cos(θ1 + θ2)
]
(3.24)
D’apre`s l’annexe B, une condition ne´cessaire a` l’isotropie du me´canisme est la suivante :
l2 = l1
√
2/2 (3.25)
Le manipulateur se trouve ainsi dans sa configuration isotrope cine´matique lorsque cos(θ2) =
−√2/2 , i.e. θ3 = ±3π/4. La droite d’e´quation , nomme´e L, est repre´sente´e sur la fi-
gure 3.10. Le point Dopt de coordonne´es (5,61; 3,97) est l’intersection du cercle Crob et
de la droite L, et correspond au manipulateur robuste optimal. En conse´quence, le ma-
nipulateur 2R dont les barres ont pour longueur l1 = l1opt = 5,61 et l2 = l2opt = 3,97,
respectivement, est le manipulateur 2R passant par les points de la cible ST avec la
meilleure dexte´rite´ et celui dont la position de l’effecteur est la moins sensible possible
aux variations de l1 et de l2.
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En conclusion, ne connaissant pas les tole´rances des longueurs des barres du manipulateur
2R, qui sont les seules variables de conception prises en compte dans l’e´tude, l’indice de
robustesse RI2 nous a permis de de´terminer un ensemble de manipulateurs 2R robustes.
La conditionnement de la matrice jacobienne cine´matique a ensuite e´te´ utilise´ comme
crite`re de se´lection du manipulateur le plus dextre, appele´ ici « manipulateur robuste
optimal ».
3.4 Synthe`se de tole´rances de me´canismes
Le tole´rancement est l’une des taˆches les plus importantes des phases de conception et de
fabrication d’un produit. En effet, la re´partition des tole´rances entre les diffe´rents e´le´ments
d’un assemblage me´canique et entre les e´tapes interme´diaires des proce´de´ de fabrication
des e´le´ments peut conside´rablement alte´rer la qualite´ du produit et sa robustesse.
L’e´cart entre les limites supe´rieure et infe´rieure situe´es de part et d’autre de la valeur
nominale d’une variable de conception est appele´ « tole´rance », (ASME, 1994).
Zhang et Wang (1998) ont ainsi pre´sente´ une me´thodologie pour maximiser la robustesse
d’un produit en allouant convenablement les tole´rances des dimensions de ses e´le´ments et
les tole´rances de fabrication.
Ting et Long (1996) utilisent quant a` eux une approche base´e sur la distribution des per-
formances commune´ment appele´e performance distribution approach pour e´tudier la ro-
bustesse d’une conception. Ils caracte´risent la sensibilite´ d’un me´canisme par une matrice
jacobienne de sensibilite´. Cette matrice permet de calculer les variations des performances
du me´canisme en fonction des variations de ses variables et parame`tres de conception. Ils
repre´sentent aussi l’espace de faisabilite´ des performances par un hyper-ellipso¨ıde. Sa
taille, sa forme et son orientation de´crivent la sensibilite´ de la performance aux variations.
Ils pre´sentent une me´thode de synthe`se de tole´rances base´e sur l’approche d’analyse de
sensibilite´ des performances. Il s’ave`re les boˆıtes de tole´rances obtenues en utilisant leur
me´thode contiennent des pie`ces de´fectueuses, i.e. ne respectant pas le cahier des charges,
et ils l’utilisent a` tort pour synthe´tiser indiffe´remment les tole´rances des dimensions et les
tole´rances des angles d’un me´canisme quatre barres.
Chase et al. (1996) proposent une me´thode nomme´e Direct Linearisation method pour
l’analyse de tole´rances d’assemblages me´caniques en 2-D et 3-D. Selon eux, aussi bien
les concepteurs que les fabricants sont concerne´s par les effets des tole´rances. Ainsi, leur
spe´cification est un lien important entre la conception et la fabrication d’un me´canisme.
Quelques travaux sur la synthe`se de tole´rances existent dans la litte´rature. Nous pouvons
citer les travaux de Lee et al. (1993) sur la synthe`se de tole´rances de syste`mes non-line´aires
base´s sur des me´thodes de programmation non-line´aires. Parkinson (2000) applique quant
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a` lui une me´thode de conception robuste au tole´rancement. Connaissant les plages de
variations des variables de conception, il a de´veloppe´ une me´thode d’optimisation de´ter-
ministe pour calculer les valeurs nominales des variables de conception d’un me´canisme.
La solution optimale est obtenue en minimisant la variation des dimensions du me´canisme.
Les tole´rances dimensionnelles de´pendent ge´ne´ralement de plusieurs parame`tres : le pro-
ce´de´ de fabrication, les tole´rances des performances, les couˆts de fabrication, etc... Dans
la litte´rature, quelques travaux portent sur la relation entre les tole´rances dimensionnelles
et le couˆt de revient d’un produit, (Zhang et Porchet, 1993), (Rajagopalan et Cutkosky,
2003). Ici, nous supposons simplement que le couˆt de revient d’un me´canisme de´croˆıt
lorsque ses tole´rances dimensionnelles augmentent.
Les me´thodes existantes dans la litte´rature s’adaptent bien a` des assemblages d’e´le´ments
statiques. Cependant, il existe peu de me´thodes applicables a` des syste`mes me´canismes,
tels que les manipulateurs d’architecture se´rielle ou paralle`le.
C’est la raison pour laquelle nous proposons dans ce chapitre une nouvelle me´thode de syn-
the`se de tole´rances, qui s’appuie sur l’approche d’analyse de sensibilite´ des performances
pre´sente´e dans la partie 3.1.
Pour synthe´tiser les tole´rances des variables de conception d’un me´canisme, nous propo-
sons au concepteur de suivre la proce´dure de´finie dans la partie 3.3.2, qui consiste a` le
dimensionner et a` synthe´tiser ses tole´rances de manie`re se´quentielle.
Dans le cadre de notre e´tude, nous n’utilisons pas de mode`le de couˆt, mais nous conside´rons
que plus les tole´rances sont serre´es, plus le couˆt de fabrication du produit est e´leve´.
3.4.1 Me´thode de synthe`se de tole´rances
Le tole´rancement d’une pie`ce me´canique concerne aussi bien son concepteur que son fa-
bricant. Cependant, les tole´rances souhaite´es par ces derniers sont ge´ne´ralement antago-
niques. En effet, le concepteur aura plutoˆt tendance a` serrer les tole´rances afin d’accroˆıtre
la pre´cision du produit, alors que le fabricant cherchera a` les augmenter pour assurer la
faisabilite´ des ope´rations et diminuer les couˆts de fabrication.
Pour aider le concepteur a` ne pas choisir des tole´rances trop serre´es, nous lui proposons
une de´marche se´quentielle. Elle consiste dans un premier temps a` calculer les variables de
conception du me´canisme, au moyen de l’indice de robustesse RI2, afin de le rendre ro-
buste. Ainsi, la sensibilite´ de ses performances aux variations de ses variables et parame`tres
de conception est minimale et les tole´rances des variables de conception acceptables seront
d’autant plus larges. Ensuite, connaissant la norme maximale des variations des perfor-
mances tole´re´e, ‖δf‖max, le calcul des tole´rances optimales des variables de conception
peut se faire en utilisant le proble`me d’optimisation suivant :
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P maximiser le volume de la boˆıte de tole´rances BT des variables de conception
sous contrainte : garantir son inclusion dans l’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´
du me´canisme ξ(‖δf‖max),dont les points situe´s sur sa frontie`re
correspondent a` une norme des variations de ses performances e´gale a` ‖δf‖max
Le proble`me P peut aussi eˆtre formule´ de la manie`re suivante :


max
u
l∏
i=1
|ui|
telque U(u1, u2, · · · , ul) ∈ ξ(C)
ui.sign(Vi) > 0, i = 1, · · · , l
|ui| > ∆ximin, i = 1, · · · , l
ou` u = [u1, u2, · · · , ul]T est le vecteur des coordonne´es du point U , un des sommets de
la boˆıte de tole´rances des variables de conception. Les tole´rances optimales, ∆xiopt, des
variables de conception xi sont directement de´duites du vecteur u, solution du proble`me
d’optimisation pre´ce´dent :
∆xiopt = |ui| , i = 1, . . . ,l (3.26)
Ainsi, les plages de variation des variables de conception sont les suivantes :
xi −∆xiopt 6 xi 6 xi +∆xiopt , i = 1, . . . ,l (3.27)
ou` {xi, i = 1, . . . ,l} est l’ensemble des valeurs nominales des variables de conception xi
calcule´es a` l’aide de l’indice de robustesse RI2 afin de rendre le me´canisme robuste.
La premie`re contrainte de l’algorithme correspond a` l’inclusion du point U dans l’hyper-
ellipso¨ıde de sensibilite´ ξ(‖δf‖max), i.e. une variation des variables de conception situe´e
sur la frontie`re de l’hyper-ellipso¨ıde ge´ne`re une variation des performances de norme e´gale
a` ‖δf‖max. V est le vecteur propre associe´ a` la valeur singulie`re maximale de la matrice
jacobienne de sensibilite´ Jx et est sa i
e`me composante. La deuxie`me contrainte garantit
ainsi l’inclusion de la boˆıte de tole´rances dans l’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´. La troisie`me
contrainte, quant a` elle, est impose´e par le fabricant et de´pend des proce´de´ de fabrication
utilise´s (∆ximin est la tole´rance dimensionnelle minimale tole´re´e pour la variable xi).
La figure 3.13 illustre le fonctionnement de cet algorithme pour un me´canisme comportant
deux variables de conception (l = 2), et pour lequel les composantes V1 et V2 du vecteur V
sont ne´gative et positive, respectivement. Dans ce cas, le point U est situe´ dans le cadran
indique´ par le vecteur V dans l’espace des variations des variables de conception. La boˆıte
de tole´rances optimale, nomme´e Caro-BT sur la figure 3.13, est de´duite des coordonne´es

80 Chapitre 3. Indices de robustesse et synthe`se de tole´rances de me´canismes
U
V
dx1
dx2
x d(|| || )f max
u1
u2
Caro-BT
Zhu-BT
rebut
2
D
x 2
o

p
t
2Dx1o p t
figure 3.13 – Boˆıte de tole´rances des variables de conception optimale
du point U et correspond a` la boˆıte de tole´rances la plus volumineuse ne comprenant pas
de pie`ces de´fectueuses.
Zhu et Ting (2001) proposent aussi une me´thode de synthe`se de tole´rances applicables aux
me´canismes quatre barres. Selon eux, la boˆıte de tole´rances optimale d’un me´canisme est
une contraction de la boˆıte circonscrite a` l’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´ ξ(‖δf‖max). Bien
que cette boˆıte, nomme´e Zhu-BT sur la figure 3.13, soit plus large que la boˆıte de tole´rances
que nous trouvons, elle comprend des pie`ces de´fectueuses, i.e : des me´canismes dont la
norme des variations des performances est supe´rieure a` ‖δf‖max. Ces pie`ces correspondent
aux parties grise´es de la figure 3.13.
Pour illustrer cette me´thode de synthe`se de tole´rances, nous e´tudions deux manipulateurs
d’architecture se´rielle, et un manipulateur d’architecture paralle`le.
3.4.2 Synthe`se de tole´rances de deux manipulateurs d’architec-
ture se´rielle
Un manipulateur de type 2R (manipulateur d’architecture se´rielle a` deux degre´s de liberte´
et compose´ de deux articulations roto¨ıdes) et un manipulateur de type 3R (manipulateur
d’architecture se´rielle a` trois degre´s de liberte´ et compose´ de trois articulations roto¨ıdes)
sont e´tudie´s dans cette partie pour illustrer la me´thode de synthe`se de tole´rances de´crite
pre´ce´demment.
Sachant que l’effecteur de ces deux manipulateurs doit passer par n points avec une
erreur de position infe´rieure a` 10 mm, nous recherchons les tole´rances optimales de leurs
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dimensions.
Un hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´ est associe´ a` chaque position de l’effecteur et la boˆıte de
tole´rances optimale doit eˆtre incluse dans tous ces hyper-ellipso¨ıdes. Cependant, un seul
hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´ est pris en compte dans le proble`me d’optimisation pre´sente´
pre´ce´demment. Afin de pouvoir utiliser notre me´thode de synthe`se de tole´rances, nous
recherchons dans un premier temps l’hyper-ellipso¨ıde de sensibilite´ qui nous permettra de
trouver la boˆıte de tole´rances la plus (hyper)-volumineuse comprise dans tous les hyper-
ellipso¨ıdes de sensibilite´. Cet hyper-ellipso¨ıde sera nomme´ hyper-ellipso¨ıde critique et note´
ξcrit.
Concernant les manipulateurs d’architecture se´rielle, une variation unitaire d’une variable
de conception et l’absence de variations des autres variables entraˆınent une erreur de
position unitaire de l’effecteur. Ainsi, les hyper-ellipso¨ıdes de sensibilite´ se croisent en
2l points. Les hyper-ellipso¨ıdes e´tant convexes, le polye`dre dont les sommets sont ces 2l
points est inclus dans tous les hyper-ellipso¨ıdes de sensibilite´.
Pour un manipulateur d’architecture se´rielle, nous pouvons en de´duire que l’hyper-ellipso¨ıde
critique est celui dont le petit demi-axe est le plus petit des petits demi-axes des n hyper-
ellipso¨ıdes de sensibilite´, n e´tant le nombre de points de passage de l’effecteur du mani-
pulateur.
3.4.2.1 Synthe`se de tole´rances d’un manipulateur 2R
L’e´tude du manipulateur 2R repre´sente´ par la figure 3.9 illustre la proce´dure se´quentielle
de dimensionnement et de synthe`se de tole´rances de´crite pre´ce´demment. En effet, le ma-
nipulateur a e´te´ dimensionne´ dans la partie 3.3.2.1 a` l’aide de l’indice de robustesse RI2
afin de minimiser la sensibilite´ de la position de son effecteur aux variations des longueurs
de ses barres l1 et l2. Ci-apre`s, nous nous inte´ressons a` la synthe`se des tole´rances de leur
tole´rance.
La figure 3.14 repre´sente les ellipses de sensibilite´ du manipulateur robuste optimal de´fini
dans la partie 3.3.2.1 (l1opt = 5,61 et l2opt = 3,97). Chaque point des ellipses de sensibilite´
trace´es dans l’espace des variations des variables de conception correspond a` une erreur
de position de l’effecteur E de 10 mm. Nous pouvons remarquer que la forme, la taille,
et l’orientation des ellipses de sensibilite´ de´pendent seulement de la deuxie`me variable
angulaire motorise´e θ2, et que l’effecteur E peut atteindre tous les points de la cible ST
lorsque l’angle θ2 appartient a` l’intervalle [θ2min,θ2max].
L’ellipse critique du manipulateur utilise´e dans le proble`me d’optimisation pour calculer
les tole´rances optimales des longueurs des barres du manipulateur est celle correspondant
a` l’angle θ2max. En effet, c’est celle ayant le plus petit-axe. L’algorithme d’optimisation
converge ainsi vers la solution ∆l1opt = ∆l2opt = 5,82 mm et la boˆıte de tole´rances corres-
pondantes est repre´sente´e dans la figure 3.14.
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figure 3.14 – Boˆıte de tole´rances optimale
Les points A1(1,0), A2(0,1), A3(−1,0), A4(0, − 1) appartiennent a` chaque ellipse de sen-
sibilite´ du manipulateur puisque une variation unitaire de li et une absence de variation
de lj (i 6= j), engendre une erreur de position unitaire de l’effecteur. Les ellipses e´tant
de forme convexe, le carre´ A1A2A3A4 est inclus dans toutes les ellipses de sensibilite´ du
manipulateur. Il en de´coule que l’ine´galite´ suivante est une condition suffisante pour que
l’erreur de position de l’effecteur du manipulateur soit infe´rieure a` 10 mm quelle que soit
la configuration du manipulateur.
∆l1 +∆l2 6 10µm (3.28)
Ainsi le concepteur peut utiliser cette ine´galite´ au lieu de l’algorithme de synthe`se de
tole´rances pour synthe´tiser les tole´rances ∆l1 et ∆l2. Cependant, les tole´rances obtenues
dans ce cas sont moins inte´ressantes. En effet, la somme des tole´rances ∆l1opt et ∆l2opt
est e´gale a` 11,64 mm et ne respectent pas l’ine´galite´ (3.28) bien qu’elles garantissent une
erreur de position de l’effecteur infe´rieure a` 10 µm quelle que soit sa position sur la cible
ST . En de´finitive, la me´thode de synthe`se de tole´rances propose´e dans la partie 3.4.1 est
plus inte´ressante que l’ine´galite´ (3.28) pour synthe´tiser les tole´rances des longueurs des
barres du manipulateur 2R, et les tole´rances optimales des longueurs des barres retenues
sont les suivantes : ∆l1opt = ∆l2opt = 5,82 mm.
Le manipulateur 2R a e´te´ e´tudie´ afin d’obtenir une interpre´tation graphique des re´sultats
et une expression alge´brique de l’indice de robustesse RI2. Cet indice peut cependant
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eˆtre calcule´ nume´riquement lorsqu’il ne peut pas eˆtre exprime´ sous forme alge´brique. Par
ailleurs, la de´marche propose´e pour dimensionner le manipulateur 2R et synthe´tiser les
tole´rances de ses dimensions peut eˆtre adopte´e pour e´tudier d’autres me´canismes, tels que
le manipulateur 3R.
3.4.2.2 Synthe`se de tole´rances d’un manipulateur 3R
Le manipulateur e´tudie´ dans cette partie est un manipulateur d’architecture se´rielle a` trois
degre´s de liberte´, compose´ de trois articulations roto¨ıdes motorise´es, et est repre´sente´ par
la figure 3.15(a). θ1, θ2, et θ3 sont ses variables articulaires motorise´es, d2, d3, d4, r2, r3
sont ses variables de conception de´finis a` l’aide du parame´trage de De´navit Hartenberg
Modifie´, (Khalil et Dombre, 2002).
P1
d4
E
Pi
Pn
d2 r2
d3
q3
q2
q
1
(a) trajectoire a` parcourir
E
d2 r2
d3
q3=0
q2=0
q
1
d4
(b) configuration ze´ro
figure 3.15 – Manipulateur 3R
Sachant que l’erreur de position de l’effecteur E du manipulateur, ǫE, doit eˆtre infe´-
rieure a` 10µm en tout point Pi, i = 1, . . . ,n d’une trajectoire, nous calculons les to-
le´rances optimales des dimensions du manipulateur a` l’aide de la me´thode de synthe`se
de tole´rances pre´sente´e dans la partie 3.4.1. Les variations des variables θ1, θ2, et θ3
sont ne´gligeables puisque les codeurs des articulations motorise´es sont suppose´s tre`s pre´-
cis. Ainsi, ǫE ne de´pend que des variations des dimensions du manipulateur. Par souci
d’interpre´tation graphique, seules les variations des parame`tres d2, r2, d3 sont prises en
compte(x = [d2 r2 d3]
T ).
f = [fT1 . . . f
T
n ] est le vecteur des fonctions performances fi = [exi eyi ezi]
T , ou` exi, eyi, ezi
sont les coordonne´es carte´siennes de l’effecteur E lorsqu’il se trouve au point Pi. δf =
[δfT1 · · · δfTn ]T est le vecteur des variations des performances tel que δfi = [δexi δeyi δezi]T ,
δexi, δeyi, δezi e´tant les variations des coordonne´es exi, eyi et ezi. δx = [δd2 δr2 δd3]
T est
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le vecteur des variations des variables de conception. La relation entre δfi et δx est la
suivante :
δfi = Jxiδx with Jxi =


cos θ1i − sin θ1i cos θ1i cos θ2i
sin θ1i cos θ1i sin θ1i cos θ2i
0 0 − sin θ2i

 (3.29)
ou` θ1i et θ2i sont les valeurs de θ1 et θ2 lorsque l’effecteur se trouve en Pi, calcule´es a` l’aide
du mode`le ge´ome´trique inverse du manipulateur. La matrice jacobienne de sensibilite´ du
manipulateur, note´e Jx, est une matrice bloc de dimension (3n×3), compose´e des matrices
Jxi.
Supposons que n = 5 et que les coordonne´es carte´siennes de P1, P2, P3, P4, P5 soient
(1, 1, 1), (2, -2, 3), (5, 6, 2), (-1, -4, 3), (2, 3, 5), respectivement. L’indice de robustesse
RI2 de´pend des valeurs des variables articulaires θ1i et θ2i correspondant au passage
de l’effecteur par les points Pi. Pour calculer cet indice, nous cherchons la solution du
proble`me d’optimisation visant a` minimiser la valeur de l’indice RI2 tout en garantissant
le passage de l’effecteur par les points Pi. L’algorithme de re´solution utilise´ est de type SQP
(Sequential Quadratic Programming), et converge vers la solution suivante : d2 = 1,75 ;
r2 = 2,5 ; d3 = 3,25 et d4 = 2,5 (la fonction fmincon de Matlab a e´te´ utilise´e pour obtenir
ce re´sultat).
La norme euclidienne de la variation de la position de l’effecteur, note´e ‖δf‖2, est l’erreur
de position globale de l’effecteur. ‖δf‖2 6 10µm est une condition suffisante pour garantir
une erreur de position de l’effecteur en tout point Pi infe´rieure a` 10 µm. Cette condition
est toute fois tre`s contraignante. Nous pre´fe´rons ainsi chercher la plus grande boˆıte de
tole´rances des dimensions incluse dans tous les ellipso¨ıdes de sensibilite´ associe´s aux points
Pi. La figure 3.16 repre´sente l’ellipso¨ıde de sensibilite´ le plus contraignant, note´ ξcrit, i.e.
celui ayant le plus petit petit demi-axe parmi les cinq ellipso¨ıdes de sensibilite´.
Le proble`me d’optimisation suivant est utilise´ pour calculer les tole´rances dimensionnelles
optimales ∆d2opt, ∆r2opt, ∆d3opt des longueurs d2, r2 et d3, respectivement.


max
u
|u1u2u3|
tel que U(u1,u2,u3) ∈ ξcrit
u1 > 0 , u3 > 0
|ui| > ∆ximin , i = 1, · · · ,3
ou` ∆x1min = 1µm, ∆x2min =
r2
d2
∆x1min, ∆x3min =
d3
d2
∆x1min. La solution du proble`me
d’optimisation pre´ce´dent est calcule´e a` l’aide de la fonction fmincon de Matlab. L’al-
gorithme converge vers la solution suivante : u1 = 4,08µ, u2 = −5,77µ et u3 = 4,08µ.
Ainsi, ∆d2opt = 4,08µm, ∆r2opt = 5,77µm and ∆d3opt = 4,08µm. La boˆıte de tole´rances
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figure 3.16 – Ellipso¨ıde de sensibilite´ le plus contraignant et boˆıte de tole´rances optimale
correspondante est repre´sente´e dans la figure 3.16. La figure 3.17 de´crit les valeurs de
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figure 3.17 – Validation de la boˆıte de tole´rances optimale
l’erreur de position de l’effecteur lorsque δd2, δr2, et δd3 varient entre −∆d2opt et ∆d2opt,
−∆r2opt et ∆r2opt, −∆d3opt et ∆d3opt, respectivement, et pour les cinq positions de l’effec-
teur. Nous pouvons constater que ǫE est toujours infe´rieure a` 10 µm. L’erreur de position
de l’effecteur est ainsi infe´rieure a` 10 µm quelle que soit sa posture lorsque les tole´rances
dimensionnelles de d2, r2, et d3 sont e´gales a` ∆d2opt, ∆r2opt, et ∆d3opt, respectivement.
Les points B1(1,0,0), B2(−1,0,0), B3(0,1,0), B4(0,−1,0), B5(0,0,1), et B6(0,0,−1) appar-

86 Chapitre 3. Indices de robustesse et synthe`se de tole´rances de me´canismes
tiennent a` tous les ellipso¨ıdes de sensibilite´ du manipulateur puisqu’une variation de 1 µm
d’une variable de conception et une variation nulle des autres variables engendrent une
erreur de position de 1 µm de l’effecteur E. L’ellipso¨ıde e´tant un volume convexe, l’octa-
e`dre B1B2B3B4B5B6 repre´sente´ dans la figure 3.18 est inclus dans tous les ellipso¨ıdes de
sensibilite´ du manipulateur, dont un point de la surface engendre une erreur de position
de 10 µm de l’effecteur. L’ine´quation suivante est ainsi une condition suffisante pour que
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figure 3.18 – La boˆıte de tole´rances optimale n’est pas incluse dans l’octae`dre
l’erreur de position de l’effecteur soit infe´rieure a` 10 µm quelle que soit sa position :
∆d2 +∆r2 +∆d3 6 10µm (3.30)
Elle peut donc eˆtre utilise´e par le concepteur pour calculer les tole´rances des longueurs
d2, r2, et d3. Nous pouvons cependant remarquer que
∆d2opt +∆r2opt +∆r3opt = 13,9µm > 10µm (3.31)
La boˆıte de tole´rances optimale n’est donc pas incluse dans l’octae`dre B1B2B3B4B5B6,
comme le montre la figure 3.18, alors que les tole´rances des dimensions correspondantes
(∆d2opt, ∆r2opt, ∆d3opt) garantissent une erreur de position de l’effecteur infe´rieure a` 10 µm
en tout point Pi. En de´finitive, la me´thode de synthe`se de tole´rances propose´e est plus
inte´ressante que l’ine´quation (3.30) pour calculer les tole´rances optimales des variables de
conception du manipulateur 3R e´tudie´.
Les applications de notre me´thode de synthe`se de tole´rances ne se limitent pas aux mani-
pulateurs d’architecture se´rielle. En effet, nous l’utilisons pour synthe´tiser les tole´rances
des longueurs des articulations de type paralle´logramme de l’Orthoglide, e´tudie´ dans le
chapitre 2.
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3.4.3 Synthe`se de tole´rances de l’Orthoglide
Dans cette partie, nous appliquons la me´thode de synthe`se de tole´rances, de´veloppe´e
dans la partie 3.4.1, a` l’Orthoglide, manipulateur d’architecture paralle`le a` trois degre´s
de liberte´ de translation pure. L’analyse de sensibilite´ de ce manipulateur a e´te´ re´alise´e
dans le chapitre 2 et il est repre´sente´ par la figure 2.2. L’effecteur P du manipulateur doit
parcourir un cube Cu d’areˆte 200 mm avec un facteur d’amplification de vitesse compris
entre 0,5 et 2. Les longueurs nominales de ses articulations de type paralle´logramme sont
ainsi e´gales a` 310,6 mm (L1 = L2 = L3 = 310.6 mm), (Chablat et Wenger, 2003). Sachant
que l’erreur de position de P , ǫP , doit eˆtre infe´rieure a` 10µm en tout point de Cu, nous
souhaitons connaˆıtre les tole´rances optimales des variables de conception du me´canisme.
D’apre`s les re´sultats de l’analyse de sensibilite´ de l’Orthoglide, les variations des longueurs
des articulations de type paralle´logramme sont les plus influentes sur la position et l’orien-
tation de l’effecteur. Ainsi, par souci d’interpre´tation graphique, seules les tole´rances des
longueurs des articulations de type paralle´logramme sont recherche´es dans cette partie
(x = [L1 L2 L3]).
Pour appliquer la me´thode de synthe`se de tole´rances pre´sente´e dans la partie 3.4.1, il faut
dans un premier temps de´terminer l’ellipso¨ıde critique du manipulateur. A chaque point de
l’espace articulaire du manipulateur est associe´ un ellipso¨ıde de sensibilite´ aux variations
dimensionnelles δL1, δL2 et δL3. L’ellipso¨ıde critique ξcrit est celui dont le petit demi-axe
est le plus petit des petits demi-axes des ellipso¨ıdes de sensibilite´ du manipulateur, i.e.
l’ellipso¨ıde de sensibilite´ correspondant a` la matrice jacobienne de sensibilite´ ayant la plus
grande valeur singulie`re maximale.
Les e´quations permettant d’obtenir l’expression de la matrice jacobienne de sensibilite´
du manipulateur sont donne´es en annexe A. Les expressions des valeurs singulie`res de
la matrice jacobienne de sensibilite´ e´tant lourdes, elles sont calcule´es nume´riquement. La
plus grande valeur singulie`re maximale correspond a` la configuration pour laquelle les
variables articulaires du manipulateur sont minimales, i.e. r1 = r2 = r3 = 126.80 mm.
Le vecteur propre correspondant est V = [0,74 − 0,08 − 0,66]T . Sa premie`re composante
e´tant positive et les deux autres ne´gatives, le proble`me d’optimisation suivant est utilise´
pour calculer ∆L1opt, ∆L2opt, et ∆L3opt, les tole´rances optimales des longueurs L1, L2, et
L3, respectivement :

variables : u1, u2, u3
maximiser |u1u2u3|
sous contraintes U(u1,u2,u3) ∈ ξcrit
u1 > 0 , u2 6 0 , u3 > 0
|ui| > ∆Limin , i = 1, · · · ,3
ou` ∆Limin est la tole´rance minimale de la longueur Li. En supposant que ∆L1min =
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∆L2min = ∆L3min = 1µm, la solution du proble`me d’optimisation converge vers u =
[2,49 − 2,49 − 2,49] en utilisant le fonction fmincon de Matlab. ∆L1opt = 2,49 µm,
∆L2opt = 2,49 µm, et ∆L3opt = 2,49 µm sont ainsi les tole´rances optimales des longueurs
des paralle´logrammes du manipulateur.
La figure 3.19 repre´sente la boˆıte de tole´rances optimale des longueurs des paralle´lo-
grammes du manipulateur. Cette boˆıte est comprise a` l’inte´rieur de l’ellipso¨ıde de sensi-
bilite´ critique ξcrit.
figure 3.19 – Ellipso¨ıde critique et boˆıte de tole´rances optimale
La figure 3.20 repre´sente la boˆıte de tole´rances optimale comprise a` l’inte´rieur de l’el-
lipso¨ıde de sensibilite´ correspondant a` la configuration isotrope cine´matique du manipu-
lateur. D’apre`s l’analyse de sensibilite´ de l’Orthoglide de´crite dans le chapitre 2, cette
configuration est la moins sensible aux variations des longueurs et angulaires. Nous re-
marquons ici que l’ellipso¨ıde de sensibilite´ correspondant englobe largement la boˆıte de
tole´rances optimale.
Comme l’illustre la figure 3.21, l’erreur de position de l’effecteur du manipulateur est
infe´rieure a` 10µm pour toute variation (δL1, δL2, δL3) comprise dans la boˆıte de tole´rance
optimale BTopt du manipulateur et quelle que soit la position de l’effecteur. L’erreur de
position maximale est par ailleurs e´gale a` 10µm. BTopt est donc une boˆıte de tole´rances
dimensionnelles optimale du manipulateur.
En de´finitive, les tole´rances optimales des longueurs des articulations de type paralle´lo-
gramme trouve´es sont les suivantes : ∆L1opt = 2,49µm, ∆L2opt = 2,49µm, et ∆L3opt =
2,49µm. La boˆıte de tole´rances correspondante est donc un cube. Ce qui est compre´hensible
puisque la conception du manipulateur est syme´trique, ses trois jambes sont identiques,
et la re´gion de l’espace de travail balaye´e par l’effecteur est aussi un cube.
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figure 3.20 – Boˆıte de tole´rances optimale comprise a` l’inte´rieur de l’ellipso¨ıde de sensibilite´
correspondant a` la configuration isotrope du manipulateur
figure 3.21 – Erreur de position de l’effecteur infe´rieure a` 10µm quelle que soit la variation
comprise a` l’inte´rieur de BTopt et la configuration du manipulateur
Conclusion
La plupart des me´thodes de conception robuste existantes dans la litte´rature ne´ces-
sitent la connaissance des tole´rances des variables de conception (Sundaresan et al., 1993),
(Parkinson, 1995), (Chen et al., 1996). Elles ne peuvent donc pas eˆtre utilise´es lorsque les
sources de variations, comme la capabilite´ des proce´de´ de fabrication, l’usure des pie`ces,
l’environnement ope´rationnel, ne sont pas connues et maˆıtrise´es.
Dans ce chapitre, nous avons utilise´ une approche base´e sur l’analyse de la sensibilite´ des
performances d’un me´canisme pour de´terminer un indice de robustesse adapte´ a` la quan-
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tification de la robustesse de sa conception. L’indice que nous sugge´rons au concepteur
de syste`mes me´caniques robotise´s est la norme euclidienne de la matrice jacobienne de
sensibilite´ de la conception. Cette matrice est obtenue en line´arisant les fonctions perfor-
mances du me´canisme et exprime les variations des performances en fonction de celles des
variables de conception et des parame`tres de conception environnementaux.
Il existe cependant d’autres indices de robustesse dans la litte´rature comme le condition-
nement nume´rique de la matrice jacobienne de sensibilite´, ou encore des combinaisons
line´aires du conditionnement et de la norme euclidienne de matrice jacobienne sensibi-
lite´. Ici, nous avons compare´ le conditionnement et la norme euclidienne de la matrice
jacobienne de sensibilite´ en e´tudiant un amortisseur. Les re´sultats obtenus ont aussi e´te´
confronte´s aux re´sultats trouve´s avec une me´thode de conception robuste classique mais
ne´cessitant la connaissance des tole´rances des variables de conception. Nous en de´dui-
sons que la norme euclidienne de la matrice jacobienne de sensibilite´ est un indice mieux
approprie´ a` la quantification de la robustesse du manipulateur que son conditionnement
nume´rique.
La robustesse peut aussi eˆtre utilise´e comme crite`re de dimensionnement de me´canismes.
Nous avons ainsi propose´ une me´thode base´e sur l’analyse de sensibilite´ des performances
pour calculer les variables de conception optimales d’un me´canisme lorsque les tole´rances
des variables de conception sont connues. Lorsque nous n’avons aucune information sur
l’ordre de grandeur des variations des variables de conception, l’indice de robustesse RI2
propose´ peut eˆtre utilise´ pour calculer leur valeur nominale optimale. Un manipulateur
2R a ainsi e´te´ dimensionne´ en utilisant deux crite`res : sa robustesse quantifie´e a` l’aide
de l’indice RI2 et sa dexte´rite´ quantifie´e par le conditionnement nume´rique de sa matrice
jacobienne cine´matique.
Enfin, nous avons formule´ une proce´dure de dimensionnement et de synthe`se de tole´rances
optimales des variables de conception d’un me´canisme. Cette proce´dure vise a` re´aliser ces
deux ope´rations de manie`re se´quentielle. Le dimensionnement est re´alise´ au moyen de
l’indice de robustesse optimal propose´. La synthe`se de tole´rances est faite a` l’aide d’une
me´thode que nous avons de´veloppe´e. Cette proce´dure pre´sente l’avantage d’eˆtre simple a`
utiliser et permet de synthe´tiser plus facilement les tole´rances des variables de conception
de me´canismes complexes. Deux manipulateurs d’architecture se´rielle et un manipulateur
d’architecture paralle`le ont ainsi e´te´ e´tudie´s pour illustrer cette proce´dure.
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Ce chapitre pre´sente une e´tude de la robustesse de manipulateurs 3R. L’un des objectifs
est de re´pondre a` la question suivante : les manipulateurs ge´ne´riques sont-ils plus robustes
que leurs homologues non-ge´ne´riques ? Pour cela, nous exploitons plusieurs proprie´te´s des
manipulateurs 3R pour identifier des corre´lations entre les notions de ge´ne´ricite´ et de
robustesse. Nous montrons par exemple qu’un manipulateur 3R non-ge´ne´rique n’est pas
robuste vis-a`-vis de sa classe d’homotopie, ce qui peut eˆtre particulie`rement geˆnant pour
la ge´ne´ration de trajectoires continues. Par ailleurs, nous verrons que la ge´ne´ricite´ ou la
non-ge´ne´ricite´ d’un manipulateur n’ont pas d’influence sur sa pre´cision et sa dexte´rite´.
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Introduction
Les fonctions performances d’un manipulateur peuvent eˆtre multiples. En effet, sa dexte´-
rite´, sa pre´cision, la forme et la taille ainsi que la parcourabilite´ de son espace de travail
sont des exemples de crite`res de performance pouvant eˆtre pris en compte lors de sa phase
de conception, (Dombre, 2001). De plus, nous avons vu pre´ce´demment qu’il est impor-
tant d’assurer leur robustesse vis-a`-vis des variations des variables et des parame`tres de
conception. L’indice de robustesse RI2, norme euclidienne de la matrice jacobienne de
sensibilite´ du me´canisme, peut ainsi eˆtre utilise´ pour quantifier localement la robustesse
de ces diffe´rents crite`res de performance.
Dans ce chapitre, nous e´tudions la robustesse de manipulateurs 3R, manipulateurs d’ar-
chitecture se´rielle a` trois degre´s de liberte´ et compose´s de trois articulations roto¨ıdes mo-
torise´es. En limitant notre e´tude a` ce type de manipulateurs, nous cherchons entre autres
a` obtenir des e´le´ments de re´ponse a` la question suivante : les manipulateurs ge´ne´riques
sont-ils plus robustes que les manipulateurs non-ge´ne´riques ?
Cette question prend toute son importance lorsqu’on sait que de nombreux robots in-
dustriels sont nominalement non-ge´ne´riques. La non-ge´ne´ricite´ d’un manipulateur est ge´-
ne´ralement due a` des simplifications de ses parame`tres ge´ome´triques. L’intersection des
surfaces de singularite´s des manipulateurs 3R et l’incertitude de certaines de leurs proprie´-
te´s font partie de leurs particularite´s. Nous pourrions donc eˆtre tente´s d’affirmer, comme
d’autres l’ont de´ja` fait par le passe´ (Pai, 1992), (Burdick, 1995b), (El Omri, 1996) que les
manipulateurs non-ge´ne´riques sont moins robustes que leurs homologues ge´ne´riques. D’un
autre coˆte´, en conside´rant que la robustesse de la conception d’un me´canisme augmente
lorsque sa complexite´ diminue, nous pourrions penser que la conception d’un manipula-
teur non-ge´ne´rique est plus robuste que celle d’un manipulateur ge´ne´rique. En effet, la
conception d’un manipulateur non-ge´ne´rique est ge´ne´ralement plus simple que celle d’un
manipulateur ge´ne´rique puisque la non-ge´ne´ricite´ est habituellement due a` l’annulation de
certains parame`tres ge´ome´triques. Les interrogations pre´ce´dentes confortent ainsi l’inte´reˆt
d’une e´tude de´taille´e de la robustesse de manipulateurs 3R.
Dans un premier temps, des notions propres aux manipulateurs 3R et ne´cessaires a` la
compre´hension de notre e´tude sont re´sume´es, telles que les notions de singularite´, d’aspect,
de cuspidalite´, de classes d’homotopie, et de ge´ne´ricite´. Ensuite, nous allons comparer la
robustesse des manipulateurs ge´ne´riques et non-ge´ne´riques vis-a`-vis de la parcourabilite´
de trajectoires et de la pre´cision. Enfin, nous allons voir si la dexte´rite´ d’un manipulateur
de´pend de sa ge´ne´ricite´ ou de sa non-ge´ne´ricite´.
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4.1 Proprie´te´s des manipulateurs 3R
Apre`s avoir de´fini le parame´trage des manipulateurs 3R e´tudie´s, nous re´sumons des notions
propres aux manipulateurs et ne´cessaires a` la compre´hension de l’e´tude de leur robustesse
mene´e dans ce chapitre.
4.1.1 Parame´trage
Le manipulateur 3R e´tudie´ est parame´tre´ a` l’aide du parame´trage de Denavit-Hartenberg-
Modifie´ (Khalil et Dombre, 2002). d2, d3, d4, r2, r3, α2, et α3, sont ainsi les parame`tres
ge´ome´triques du manipulateur 3R et sont de´crits par la figure 4.1 repre´sentant un mani-
pulateur 3R orthogonal (α2 = −90◦ et α3 = 90◦). θ1, θ2 et θ3 sont les variables angulaires
du manipulateur. Les robots industriels d’architecture se´rielle ont ge´ne´ralement une struc-
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figure 4.1 – Manipulateur 3R orthogonal figure 4.2 – Robot industriel de type
PUMA
ture forme´e d’un porteur, d’architecture de type manipulateur 3R, et d’un poignet a` trois
articulations roto¨ıdes d’axes concourants. Le porteur du robot de type PUMA, repre´sente´
par la figure 4.2, est un exemple de manipulateur 3R. Les valeurs de ses parame`tres ge´o-
me´triques sont e´gales a` d2 = 0, r2 = r3, α2 = 90
◦ et α3 = 180
◦ et sont cine´matiquement
e´quivalentes a` d2 = 0, r2 = 0, r3 = 0, α2 = 90
◦ et α3 = 180
◦.
4.1.2 Singularite´s de position d’un manipulateur 3R
Les singularite´s de position d’un manipulateur a` trois degre´s de liberte´ (ddl) apparaissent
lorsque sa matrice jacobienne cine´matique J est singulie`re. Trois types de singularite´s
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existent ainsi pour les manipulateurs a` 3 ddl, (El Omri, 1996) :
1. Singularite´s de type 1 : l’une des colonnes de J est nulle. Physiquement, ce cas
se pre´sente lorsque l’effecteur se trouve sur l’axe d’une l’articulation roto¨ıde. La
contribution de cette articulation au mouvement est ainsi nulle (cf. figure 4.3(a)) ;
2. Singularite´s de type 2 : deux colonnes de J sont de´pendantes. Dans ce cas, les
contributions de deux articulations au mouvement de l’effecteur sont identiques (cf.
figure 4.3(b)) ;
3. Singularite´s de type 3 : les colonnes de J forment un syste`me de´pendant. Un manipu-
lateur 3R se trouve dans une configuration singulie`re de type 3 lorsque son effecteur
est sur une droite qui coupe tous les axes des articulations roto¨ıdes. La ligne qui
croise ainsi tous les axes repre´sente une direction dans laquelle le de´placement ins-
tantane´ de l’effecteur est impossible et peut supporter en the´orie un effort infini (cf.
figure 4.3(c)).
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D
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D
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figure 4.3 – Singularite´s d’un manipulateur 3R
Les singularite´s projete´es dans l’espace de travail forment des surfaces ((Tsai, 1990),
(Burdick, 1995a)) et les proprie´te´s cine´matiques globales du manipulateur sont intime-
ment lie´es a` leur topologie. Par ailleurs, elles divisent l’espace de travail en re´gions ayant
diffe´rentes solutions au mode`le ge´ome´trique inverse et l’ensemble articulaire en deux
domaines au moins exempts de singularite´, appele´s aspects (Borrel et Liegeois, 1986),
(Wenger et Chedmail, 1991), (Ranjbaran et Angeles, 1994).
4.1.3 La notion d’aspect
Les aspects re´alisent une partition du domaine articulaire accessibleQ. Pour les robots non
redondants de morphologie non cuspidale, qui regroupent la plupart des robots d’usage
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industriel, les aspects sont les plus grands domaines connexes de Q ne posse´dant pas de
configurations singulie`res. Ce sont ainsi les domaines d’unicite´ de solutions au mode`le
ge´ome´trique inverse (MGI) et chaque aspect est associe´ a` une posture du manipulateur.
Ne´anmoins, il peut exister plusieurs solutions dans un meˆme aspect pour les morphologies
dites cuspidales, (El Omri, 1996).
L’application majeure de la notion d’aspect est l’e´tude de la faisabilite´ des trajectoires
continues. En effet, Borrel montre que la de´composition en aspects permet de pre´voir les
blocages des articulations sur une bute´e articulaire en cours de mouvement, (Borrel et Liegeois,
1986). Ce qui peut eˆtre e´vite´ par un choix judicieux de la posture initiale sur la trajectoire
continue.
4.1.4 La notion de parcourabilite´
La taˆche la plus simple qu’un manipulateur peut eˆtre amene´ a` re´aliser est une trajectoire
discre`te, c’est a` dire une trajectoire de´finie par un nombre quelconque de configurations
de l’espace de travail. Ainsi, un domaine de l’espace de travail est dit N-parcourable si
toute trajectoire discre`te de ce domaine est faisable.
Une taˆche plus complexe que nous pouvons exiger d’un manipulateur est la re´alisation
d’une trajectoire continue, c’est a` dire une trajectoire que l’effecteur doit suivre de manie`re
continue comme un cordon de soudage a` l’arc. Ainsi, un domaine de l’espace de travail est
dit T-parcourable si toute trajectoire continue de ce domaine est faisable (Chedmail et al.,
1998), i.e. le manipulateur peut parcourir le domaine sans rencontrer de configuration
singulie`re et sans eˆtre geˆne´ par ses bute´es articulaires.
4.1.5 Manipulateurs cuspidaux
Un manipulateur cuspidal est un manipulateur pouvant changer de posture sans franchir
de singularite´ (Parenti et Innocenti, 1988), (Wenger et El Omri, 1995). Il admet donc plu-
sieurs solutions au MGI dans au moins un aspect.
Un manipulateur a` trois degre´s de liberte´ peut changer de posture sans rencontrer de
singularite´ si et seulement si il y a au moins un point de son espace de travail posse´dant
trois solutions co¨ıncidentes au MGI. Un tel point est appele´ point cusp et est situe´ sur la
frontie`re de´limitant une zone a` quatre solutions au MGI, (Wenger et El Omri, 1996).
La figure 4.4 repre´sente l’espace articulaire et une coupe de l’espace de travail d’un ma-
nipulateur 3R cuspidal. La coupe de l’espace de travail pre´sente quatre points cusps, une
zone a` deux solutions au MGI (i.e. deux postures) et une autre a` quatre solutions (i.e.
quatre postures). La condition d’existence de point(s) cusp(s) peut eˆtre ve´rifie´e soit gra-
phiquement, soit nume´riquement, mais ne peut ge´ne´ralement pas eˆtre e´crite sous forme
explicite. Baili et al. (2004) ont cependant e´crit une condition explicite d’existence de
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figure 4.4 – Manipulateur cuspidal, trajectoire T parcourue sans franchissement de singularite´
points cusps, ne de´pendant que des parame`tres de De´navit-Hartenberg Modifie´s (DHM),
pour une famille de manipulateurs 3R a` axes orthogonaux.
Par ailleurs, la trajectoire T peut eˆtre parcourue par l’effecteur du manipulateur sans
franchir de singularite´ puisqu’une de ses images dans l’espace articulaire est le segment
[θA1 θA2] ne franchissant pas de surface de singularite´s. Les vecteurs de coordonne´es articu-
laires θA1, θA2, θA3, et θA4 sont les quatre solutions au MGI du point A, et correspondent
aux quatre postures du manipulateur permettant a` son effecteur d’atteindre le point A.
Par conse´quent, le manipulateur change de posture sans franchir de singularite´ en par-
courant la trajectoire T . Nous pouvons aussi remarquer que la trajectoire T contourne un
point cusp. Cette condition est effectivement ne´cessaire pour permettre a` un manipula-
teur 3R de changer de posture sans franchir de singularite´ en parcourant une trajectoire
continue, (Wenger et El Omri, 1996).
4.1.6 Manipulateurs ge´ne´riques et non-ge´ne´riques
L’un des objectifs de ce chapitre est de comparer la robustesse des manipulateurs ge´ne´-
riques et des manipulateurs non-ge´ne´riques. Il est cependant ne´cessaire de de´finir dans un
premier temps ces deux types de manipulateur.
Pai (1992) de´montre qu’un manipulateur a` trois degre´s de liberte´ non redondant est
ge´ne´rique s’il respecte les deux conditions de ge´ne´ricite´ suivantes :
– Condition de ge´ne´ricite´ 1 : la matrice jacobienne cine´matique J est de rang 2 en
toute configuration singulie`re ;
– Condition de ge´ne´ricite´ 2 : toutes les configurations singulie`res
(
q(s)
)
satisfont la
condition suivante :
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∂[det
(
J
(
q(s)
))
]
∂qi
6= 0 pour au moins i = 2 ou 3 (4.1)
Pour les manipulateurs a` trois degre´s de liberte´ non redondants, la ge´ne´ricite´ implique
que l’ensemble des points singuliers est nul ou une (ou plusieurs) surface(s) uniforme(s)
et re´gulie`re(s). En pratique, les singularite´s ge´ne´riques sont des surfaces re´gulie`res qui ne
rencontrent pas d’autres surfaces de singularite´s. Ce sont les plus re´pandues et leurs pro-
prie´te´s topologiques sont stables pour de petites variations des parame`tres ge´ome´triques,
(Pai, 1992). En outre, la stabilite´ des proprie´te´s cine´matiques globales, en pre´sence de
faibles variations des parame`tres cine´matiques, est l’une des principales caracte´ristiques
des manipulateurs ge´ne´riques.
Les manipulateurs 3R non-ge´ne´riques ve´rifient quant a` eux les conditions suivantes :
– Condition de non-ge´ne´ricite´ 1 : il existe des singularite´s de rang 1 ;
– Condition de non-ge´ne´ricite´ 2 : la relation suivante est satisfaite en au moins une
configuration singulie`re
(
q(s)
)
(det
(
J
(
q(s)
))
= 0) :
∂[det
(
J
(
q(s)
))
]
∂qi
= 0 pour i = 2,3 (4.2)
Il s’ave`re que la non-ge´ne´ricite´ d’un manipulateur est souvent due a` des simplifications de
sa ge´ome´trie, telles que l’intersection ou le paralle´lisme d’axes d’articulations roto¨ıdes. En
outre, de nombreux robots manipulateurs industriels sont non-ge´ne´riques, (Smith, 1990),
(Pai, 1992), (Burdick, 1995a).
Nous pouvons citer le me´canisme de Bennett repre´sente´ par la figure comme exemple de
me´canisme non-ge´ne´rique. En effet, ce manipulateur est bien connu pour avoir un degre´
de liberte´ lorsque certaines conditions entre ses parame`tres ge´ome´triques sont ve´rifie´es
(r2 = 0 et d3 (sin(α2))
2 = d2 (sin(α3))
2), (Baker, 1988). Cependant, il ne peut pas bouger
lorsque ses parame`tres ne ve´rifient pas cette condition. Le robot de type PUMA repre´sente´
par la figure 4.6(a) est un exemple de robot non-ge´ne´rique. Les points d’intersection de ses
surfaces de singularite´s, repre´sente´es dans l’espace articulaire, sont des points singuliers
non ge´ne´riques (i.e. la condition (4.2) est ve´rifie´e en ces points). Plus pre´cise´ment, le
de´terminant de la matrice jacobienne cine´matique est nul et le Hessien de l’ope´rateur
ge´ome´trique du manipulateur est de signe inde´fini en ces points. Les manipulateurs non-
ge´ne´riques constituent un sous-ensemble de mesure nulle dans l’espace des manipulateurs.
Ainsi, en choisissant au hasard un jeu de parame`tres ge´ome´triques, la probabilite´ d’obtenir
une morphologie non-ge´ne´rique est nulle. Contrairement aux manipulateurs ge´ne´riques,
les proprie´te´s topologiques des espaces articulaires et de travail, ainsi que les proprie´te´s
cine´matiques des manipulateurs non-ge´ne´riques sont sensibles a` certaines variations de
leurs parame`tres ge´ome´triques et cine´matiques. C’est ainsi l’une des raisons qui nous

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figure 4.5 – Me´canisme de Bennett
(a) sche´ma manipulateur
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q
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Intersectiondes surfaces
de singularités
(b) espace articulaire
figure 4.6 – Manipulateur de type PUMA non ge´ne´rique (d2 = 0, r2 = 0, r3 = 0, α2 = 90
◦, et
α3 = 0
◦
laissent penser que les manipulateurs ge´ne´riques sont plus robustes que les manipulateurs
non-ge´ne´riques.
Une dernie`re notion propre aux manipulateurs 3R est la notion de classes d’homotopie.
Les classes d’homotopie permettent entre autres de distinguer les diffe´rentes classes de
manipulateurs ge´ne´riques, (Wenger, 1998).
4.1.7 Classes d’homotopie
Deux manipulateurs ge´ne´riques M1 et M2 sont dits homotopes si les surfaces de singula-
rite´s de M1 peuvent eˆtre de´forme´es continuˆment et re´gulie`rement jusqu’aux surfaces de
singularite´s de M2, (Burdick, 1995a).
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Tous les manipulateurs homotopes appartiennent a` une meˆme classe d’homotopie. Une
classe d’homotopie est caracte´rise´e par une suite de couples n(n2,n3)b ou` :
– n est le nombre de branches de singularite´ ge´ne´rique ;
– n2 est le nombre de fois qu’une branche de singularite´ ge´ne´rique entoure le domaine
articulaire Q suivant θ2 lors d’un parcours de la branche b ;
– n3 est le nombre de fois qu’une branche de singularite´ ge´ne´rique entoure le domaine
articulaire Q suivant θ3 lors d’un parcours de la branche b.
Les figures 4.7, 4.8, et 4.9 repre´sentent un manipulateur non ge´ne´rique et deux mani-
pulateurs ge´ne´riques voisins de ce manipulateur, respectivement. Seules les valeurs de la
dimension r3 et de l’angle α2 changent d’un manipulateur a` l’autre.
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figure 4.7 – Manipulateur non ge´ne´rique, d2 = 1; d3 = 2; d4 = 2,5; r2 = 1; r3 = 0; α2 = −60◦;
α3 = 90
◦
La classe d’homotopie du manipulateur dont les espaces articulaires et de travail sont
repre´sente´s par la figure 4.8 est de type 2(1,1) puisque les branches de singularite´s ge´ne´-
riques entourent chacune le domaine articulaire suivant θ2 et suivant θ3. En revanche, la
classe d’homotopie du manipulateur caracte´rise´ par la figure 4.9 est de type 1(0,0) puisque
l’espace articulaire ne comprend qu’une seule branche de singularite´s et elle ne l’entoure
ni suivant l’angle θ2 ni suivant l’angle θ3.
Nous pouvons ainsi constater qu’en pre´sence de faibles variations dimensionnelles, le ma-
nipulateur non-ge´ne´rique de´ge´ne`re en un manipulateur ge´ne´rique de classe d’homotopie
2(1,1) ou de classe d’homotopie 1(0,0). Sachant que la classe d’homotopie d’un manipu-
lateur conditionne la topologie de ses surfaces de singularite´s, cette proprie´te´ est instable
pour le manipulateur non-ge´ne´rique. Ce constat est e´videmment valable pour tous les
manipulateurs non-ge´ne´riques et pour les manipulateurs voisins de ces manipulateurs
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figure 4.8 – Manipulateur ge´ne´rique, d2 = 1; d3 = 2; d4 = 2,5; r2 = 1; r3 = 0,01; α2 = −59◦;
α3 = 90
◦, classe 2(1,1)
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figure 4.9 – Manipulateur ge´ne´rique, d2 = 1; d3 = 2; d4 = 2,5; r2 = 1; r3 = 0,01; α2 = −61◦;
α3 = 90
◦, classe 1(0,0)
par leurs dimensions. En de´finitive, il est donc le´gitime d’affirmer que, vis-a`-vis de sa
classe d’homotopie et de la topologie de ses surfaces de singularite´s, un manipulateur
non-ge´ne´rique n’est pas robuste.
L’espace des manipulateurs de position 3R quaternaires (ayant quatre solutions au mode`le
ge´ome´trique inverse) est divise´ par l’ensemble des manipulateurs non-ge´ne´riques, formant
des sous-ensembles de manipulateurs ge´ne´riques homotopes, comme le repre´sente la fi-
gure 4.10. Chaque sous-ensemble est ainsi caracte´rise´ par une classe d’homotopie et il
en existe au plus huit puisque les manipulateurs 3R quaternaires comptent au plus huit
classes d’homotopie, (Wenger, 1998).
Enfin, Burdick (1995a) a montre´ que le nombre de solutions au MGI de deux manipula-
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G1
manipulateurs
génériques
manipulateurs
non-génériques
Gn-1
Gn
G3
G2
...
figure 4.10 – Zones de manipulateurs ge´ne´riques et de manipulateurs non-ge´ne´riques dans l’es-
pace des parame`tres ge´ome´triques
teurs appartenant a` la meˆme classe d’homotopie est le meˆme par aspect. Il en de´coule que si
un manipulateurM est cuspidal (resp. non-cuspidal), tous les manipulateurs homotopes a`
M sont cuspidaux (non-cuspidaux). Ainsi, un manipulateur nominalement cuspidal chan-
geant de classe de d’homotopie pour de faibles variations de ses parame`tres ge´ome´triques
peut ne pas eˆtre re´ellement cuspidal. Cette proprie´te´ est importante puisqu’un change-
ment de posture re´alisable avec un manipulateur cuspidal ne le sera pas ne´cessairement
avec un manipulateur non-cuspidal. Nous pouvons donc affirmer cette fois que, vis-a`-vis
de la classe d’homotopie, un manipulateur non-ge´ne´rique n’est pas robuste.
Nous venons de voir qu’un manipulateur non-ge´ne´rique n’est pas robuste vis-a`-vis de la
classe d’homotopie, de la topologie de ses surfaces de singularite´s et de son aptitude a`
e´viter une singularite´ lors d’un changement de posture. Cependant, cela ne suffit pas pour
affirmer que les manipulateurs ge´ne´riques sont globalement plus robustes que les mani-
pulateurs non-ge´ne´riques. Nous comparons ainsi dans la partie suivante leur robustesse
vis-a`-vis de la T-parcourabilite´, de la pre´cision et leurs performances cine´matiques.
4.2 Robustesse des manipulateurs ge´ne´riques et non-
ge´ne´riques
A notre connaissance, il n’existe pas dans la litte´rature d’e´tude approfondie sur la robus-
tesse des manipulateurs ge´ne´riques et non-ge´ne´riques. D’apre`s leurs caracte´ristiques ge´ne´-
rales pre´sente´es pre´ce´demment, les manipulateurs ge´ne´riques semblent plus robustes que
leurs homologues non-ge´ne´riques puisque leurs proprie´te´s sont ge´ne´ralement plus stables.
Cependant, est-ce suffisant pour affirmer que les manipulateurs ge´ne´riques sont globale-
ment plus robustes que les manipulateurs non-ge´ne´riques ?
Sachant que la ge´ne´ration de trajectoires est une application courante en robotique, nous
allons nous pencher dans un premier temps sur l’e´tude de la robustesse des manipulateurs
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3R vis-a`-vis de la T-parcourabilite´. Nous ferons ainsi une e´tude comparative de quelques
couples de manipulateurs ge´ne´riques et non-ge´ne´riques. Un autre crite`re de se´lection im-
portant en robotique est bien e´videmment la pre´cision des robots. Dans un second temps,
nous allons donc e´tudier sensibilite´ de la position de l’effecteur des manipulateurs ge´ne´-
riques et non-ge´ne´riques aux variations de leurs parame`tres ge´ome´triques.
4.2.1 Robustesse vis-a`-vis de la T-parcourabilite´ d’une trajec-
toire
Au meˆme titre que ses autres performances, les trajectoires parcourues par l’effecteur d’un
manipulateur sont sensibles aux variations de ses parame`tres ge´ome´triques. Nous de´finis-
sons ainsi la robustesse d’un manipulateur vis-a`-vis de la T-parcourabilite´ comme suit :
Un manipulateur est robuste vis-a`-vis de la T-parcourabilite´ si toute trajectoire par-
courable avec les parame`tres ge´ome´triques nominaux du manipulateur reste parcou-
rable avec ses parame´tres ge´ome´triques re´els, c’est-a`-dire en pre´sence de variations
dimensionnelles.
Dans cette partie, nous comparons deux couples de manipulateurs ge´ne´riques et non-
ge´ne´riques pour illustrer l’influence de la ge´ne´ricite´ et de la non-ge´ne´ricite´ des manipula-
teurs sur la robustesse de la parcourabilite´ de trajectoires.
4.2.1.1 Premier exemple de non robustesse vis-a`-vis de la T-parcourabilite´
Conside´rons le manipulateur 3R dont les valeurs nominales des parame`tres ge´ome´triques
sont les suivantes : d2 = 0, d3 = 2, d4 = 1,5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = −90◦, α3 = 90◦.
Les espaces articulaires et de travail sont repre´sente´s par la figure 4.11. Nous pouvons
remarquer que ce manipulateur est nominalement non-ge´ne´rique puisque ses surfaces de
singularite´s se croisent dans l’espace articulaire. La fonction du manipulateur est ici de
parcourir la trajectoire AB de´finie dans l’espace de travail. Les points A et B ont pour
coordonne´es (0,76;0) et (3,7;0), respectivement. Comme nous pouvons le visualiser sur la
figure 4.11, le manipulateur comprend quatre aspects nomme´s A1, A2, A3 et A4, i.e. quatre
re´gions de l’espace articulaire libres de singularite´. Les trajectoires T1, T2, T3 et T4 sont
les images de la trajectoire AB dans les quatre aspects du manipulateur, respectivement,
et obtenues en re´solvant son MGI.
Les figures 4.12, 4.13, 4.14, 4.15 repre´sentent les images des quatre aspects dans l’espace
de travail, et correspondent aux re´gions de l’espace de travail T-parcourables. L’espace
de travail du manipulateur est re´ellement repre´sente´ par le plan horizontal de ces figures,
de´fini par les coordonne´es r et z de l’effecteur
(
ρ =
√
x2 + y2
)
. L’axe vertical correspond
quant a` lui au cosinus de l’angle θ2 et permet de bien distinguer les re´gions T-parcourables
de l’espace de travail, notamment pour les robots cuspidaux, (Wenger, 2004).
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figure 4.11 – Espaces articulaire et de travail du manipulateur de dimensions d2 = 0, d3 = 2,
d4 = 1,5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = −90◦, α3 = 90◦, trajectoire AB parcourable
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figure 4.12 – Image de l’aspect A1
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figure 4.13 – Image de l’aspect A2
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figure 4.14 – Image de l’aspect A3
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figure 4.15 – Image de l’aspect A4
Nous pouvons remarquer que la trajectoire AB est comprise dans les images des quatre
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aspects du manipulateur. Il en re´sulte qu’elle est T-parcourable par ce manipulateur non-
ge´ne´rique, et ceci pour n’importe quel choix de la posture, i.e. peu importe le choix
de la solution au MGI. Cependant, la trajectoire AB reste-t-elle parcourable lorsque les
valeurs re´elles des parame`tres ge´ome´triques du manipulateur ne sont pas e´gales aux valeurs
nominales ? Pour re´pondre a` cette question, nous faisons varier un parame`tre ge´ome´trique
en conside´rant que d2 n’est pas nul mais e´gal a` 0,1.
La figure 4.16 repre´sente ainsi les espaces articulaire et de travail du manipulateur de di-
mensions d2 = 0,1, d3 = 2, d4 = 1,5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = −90◦, α3 = 90◦. Contrairement
au manipulateur pre´ce´dent, nous pouvons remarquer que ce manipulateur est ge´ne´rique
puisque ses surfaces de singularite´s ne se croisent pas.
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figure 4.16 – Espaces articulaire et de travail du manipulateur de dimensions d2 = 0,1, d3 = 2,
d4 = 1,5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = −90◦, α3 = 90◦, trajectoire AB non-parcourable
En outre, il est cuspidal (pre´sence de quatre points cusps) et ne comprend que deux
aspects nomme´s B1 et B2, dont les images dans l’espace de travail sont repre´sente´es par
les figures 4.17 et 4.18.
Ces images repre´sentent les re´gions T-parcourables du manipulateur. Nous pouvons re-
marquer que la trajectoire AB n’est incluse dans aucune de ces deux re´gions. En de´finitive,
la trajectoire AB n’est pas parcourable par ce manipulateur ge´ne´rique voisin du manipu-
lateur non-ge´ne´rique e´tudie´ pre´ce´demment.
Notons que des portions significatives de la trajectoire AB restent cependant parcourables
par ce manipulateur ge´ne´rique. En effet, les images des trajectoires T1, T2, T3 et T4 de´finies
dans l’espace articulaire sont respectivement les portions CB, CB, AD et AD de la
trajectoire AB, les points C et D e´tant repre´sente´s sur la figure 4.16.
En conclusion, la parcourabilite´ de la trajectoire AB est fortement sensible a` la variation
du parame`tre ge´ome´trique d2. En effet, elle est parcourable lorsque d2 = 0 et ne l’est plus
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figure 4.17 – Image de l’aspect B1
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figure 4.18 – Image de l’aspect B2
lorsque d2 = 0,1. Le manipulateur non-ge´ne´rique e´tudie´ n’est donc pas robuste vis-a`-vis
de la T-parcourabilite´.
4.2.1.2 Deuxie`me exemple de non robustesse vis-a`-vis de la T-parcourabilite´
Conside´rons le manipulateur de dimensions d2 = 1, d3 = 0,6, d4 = 2, r2 = 1, r3 = 0,1,
α2 = −90◦ et α3 = 90◦. Ses espaces articulaire et de travail sont repre´sente´s par la
figure 4.19. Le suivi de la trajectoire Ta dans l’espace articulaire permet de parcourir
la trajectoire T dans l’espace de travail en partant du point B pour revenir au meˆme
point tout en changeant de posture. En effet, les points A1 et A2 de l’espace articulaire
correspondent a` deux postures diffe´rentes du manipulateur et leur image dans l’espace de
travail calcule´e a` l’aide du MGD du manipulateur est le point B.
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figure 4.19 – Espaces articulaire et de travail du manipulateur de dimensions d2 = 1, d3 = 0,6,
d4 = 2, r2 = 1, r3 = 0,1, α2 = −90◦ et α3 = 90◦, trajectoire T-parcourable
Comme l’indique la section 4.1.5, seuls les manipulateurs cuspidaux peuvent changer de
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posture sans franchir de singularite´. La figure 4.20 montre effectivement que la trajectoire
T contourne un point cusp et la figure 4.21 repre´sente la re´gion T-parcourable auquelle
appartient la trajectoire T .
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figure 4.20 – Zoom sur la trajectoire T :
contournement d’un point cusp
figure 4.21 – Trajectoire T incluse dans une
re´gion T-parcourable
Supposons maintenant que le parame`tre r3 soit le´ge`rement perturbe´ et que sa valeur re´elle
soit nulle. Les espaces articulaire et de travail du manipulateur sont ainsi repre´sente´s par
la figure 4.22.
figure 4.22 – Espaces articulaire et de travail du manipulateur de dimensions d2 = 1, d3 = 0,6,
d4 = 2, r2 = 1, r3 = 0, α2 = −90◦ et α3 = 90◦, trajectoire T non parcourable
Dans ce cas, nous pouvons constater qu’un changement de posture du manipulateur n’est
plus possible en parcourant continuˆment la trajectoire T et sans franchissement de singu-
larite´. En effet, l’image Ta de T dans l’espace articulaire croise des surfaces de singularite´s.
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La figure 4.23 repre´sente un zoom de la trajectoire T et montre ses intersections avec les
surfaces de singularite´s.
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figure 4.23 – Zoom sur la trajectoire T : pas de
contournement de point cusp
figure 4.24 – Portion T1 de la trajectoire T in-
cluse dans la premie`re re´gion T-
parcourable
T est ainsi une union de trois trajectoires T-parcourables T1, T2 et T3, qui sont repre´sente´es
dans leur re´gion parcourable respective par les figures 4.24, 4.25 et 4.26.
figure 4.25 – Portion T2 de la trajectoire T in-
cluse dans la deuxie`me re´gion T-
parcourable
figure 4.26 – Portion T3 de la trajectoire T in-
cluse dans la troisie`me re´gion T-
parcourable
En outre, nous pouvons constater que les deux manipulateurs pre´ce´dents n’appartiennent
pas a` la meˆme classe d’homotopie. En effet, le premier manipulateur appartient a` la classe
d’homotopie 2(1,0)+1(0,0) alors que le deuxie`me appartient a` la classe d’homotopie 4(1,0).
En conse´quence, une faible variation du parame`tre ge´ome´trique r3 de manipulateurs voi-
sins de ces manipulateurs peut changer conside´rablement la topologie de leurs surfaces de
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singularite´s. De meˆme, le nombre de points cusps diffe`re puisque le premier manipulateur
posse`de deux points cusps alors que le second n’est pas cuspidal.
Les classes d’homotopie des manipulateurs e´tant diffe´rentes, ils n’appartiennent pas au
meˆme ensemble de robots ge´ne´riques. En re´alite´, ces deux manipulateurs se situent de
part et d’autre d’une (hyper-) surface de robots non-ge´ne´riques dans l’espace des dimen-
sions du manipulateur (cf. figure 4.10). Ils sont donc voisins par leurs dimensions d’un
manipulateur non-ge´ne´rique. En de´finitive, lors du dimensionnement d’un manipulateur
3R, il est important de s’e´loigner des surfaces de non-ge´ne´ricite´ de l’espace des parame`tres
afin de minimiser la sensibilite´ de la topologie des surfaces de singularite´s et du nombre
de points cusps aux variations des parame`tres ge´ome´triques, mais aussi pour minimiser
la sensibilite´ de la T-parcourabilite´ des trajectoires.
4.2.2 Robustesse vis a` vis de la pre´cision de l’effecteur
Nous avons vu pre´ce´demment que les proprie´te´s de manipulateurs non-ge´ne´riques et ge´-
ne´riques voisins dans l’espace des dimensions peuvent changer pour de faibles variations
des parame`tres ge´ome´triques. Cependant, la pre´cision de ces manipulateurs est elle alte´re´e
pour autant ? Pour re´pondre a` cette question, nous comparons dans cette partie la pre´-
cision de manipulateurs ge´ne´riques et non ge´ne´riques voisins l’un de l’autre dans l’espace
des dimensions.
Afin de simplifier l’e´tude, nous conside´rons que les tole´rances des parame`tres ge´ome´triques
des manipulateurs sont connues et identiques d’un manipulateur a` l’autre : ∆d2 = ∆d3 =
∆d4 = ∆r2 = ∆r3 = 0,1 mm, ∆α2 = ∆α3 = 5.10
−4 rad, ∆θ2 = ∆θ3 = 3.10
−4 rad.
Connaissant les tole´rances des parame`tres ge´ome´triques des manipulateurs, nous calculons
l’erreur maximale de position de leur effecteur en chaque point de l’espace de travail. Les
figures 4.27(a) a` 4.30(f) repre´sentent ainsi les espaces articulaire et de travail de couples
de manipulateurs ge´ne´rique/non-ge´ne´rique, l’erreur de position maximale en cinq points
de l’espace de travail, et les courbes d’isocontours de l’erreur de position trace´es dans
l’espace de travail des manipulateurs.
D’apre`s les figures 4.27(a) a` 4.30(f), les diffe´rences sont faibles entre les courbes d’isocon-
tours de l’erreur de position maximale de l’effecteur d’un manipulateur ge´ne´rique et celles
de l’effecteur d’un manipulateur non-ge´ne´rique voisins l’un de l’autre dans l’espace des
dimensions.
Nous remarquons cependant que pour chaque couple de manipulateurs ge´ne´rique/non-
ge´ne´rique, l’erreur de position maximale de l’effecteur du manipulateur non-ge´ne´rique
est plus faible que celle de l’effecteur du manipulateur ge´ne´rique. Cette diffe´rence est
principalement due aux dimensions des manipulateurs et non au caracte`re ge´ne´rique ou
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non-ge´ne´rique du manipulateur. Pour chaque couple de manipulateurs ge´ne´rique/non-
ge´ne´rique, seul un parame`tre ge´ome´trique change et la valeur du parame`tre changeant est
toujours plus grande pour le manipulateur ge´ne´rique. En pre´sence de variations angulaires,
l’erreur de pre´cision de l’effecteur augmente e´videmment avec les longueurs des barres
du manipulateur. Ceci explique la diffe´rence entre les erreurs de position maximales des
effecteurs des manipulateurs ge´ne´riques et des manipulateurs non ge´ne´riques e´tudie´s.
En conclusion, meˆme si l’e´tude comparative pre´ce´dente n’est pas ge´ne´rale, elle est suffi-
sante pour nous laisser penser que la pre´cision d’un manipulateur ne de´pend pas de sa
ge´ne´ricite´ ou non-ge´ne´ricite´. La partie suivante vise a` e´tudier l’influence de la ge´ne´ricite´
et de la non-ge´ne´ricite´ d’un manipulateur sur ses performances cine´matiques.
4.2.3 Performances cine´matiques et sensibilite´ de la position de
l’effecteur aux variations dimensionnelles
Nous avons remarque´ dans la partie pre´ce´dente qu’il n’y a pas de diffe´rence notable entre la
pre´cision des manipulateurs ge´ne´riques et celle des manipulateurs non ge´ne´riques. Leurs
performances cine´matiques sont elles pour autant similaires ? Pour le savoir, nous tra-
c¸ons les courbes d’isocontours du conditionnement nume´rique inverse de la matrice ja-
cobienne cine´matique des manipulateurs ge´ne´riques et non-ge´ne´riques e´tudie´s pre´ce´dem-
ment. Le conditionnement nume´rique de la matrice jacobienne cine´matique d’un manipu-
lateur quantifie sa dexte´rite´ et peut ainsi faire office d’indice de performance cine´matique,
(Gosselin et Angeles, 1991).
Les figures 4.31(a), 4.31(b), 4.32(a), 4.32(b), 4.33(a), 4.33(b), 4.34(a), et 4.34(b) repre´-
sentent ainsi les courbes d’isocontours du conditionnement nume´rique inverse de la matrice
jacobienne cine´matique des manipulateurs non-ge´ne´riques et ge´ne´riques e´tudie´s, trace´es
dans l’espace articulaire.
D’apre`s les figures 4.31(a) a` 4.34(f), nous pouvons remarquer que deux manipulateurs
ge´ne´rique et non-ge´ne´rique voisins par leurs dimensions ont la meˆme dexte´rite´ puisque les
courbes d’isocontours du conditionnement inverse de leur matrice jacobienne cine´matique
sont similaires.
Les figures 4.31(c), 4.31(d), 4.32(c), 4.32(d), 4.33(c), 4.33(d), 4.34(c), et 4.34(d) repre´-
sentent les courbes d’isocontours des normes euclidiennes des matrices jacobiennes de
sensibilite´ aux variations des parame`tres de conception d2, d3, d4, r2, et r3. D’apre`s ces
courbes, les sensibilite´s de la position de l’effecteur aux variations des variables dimension-
nelles de manipulateurs ge´ne´riques et non-ge´ne´riques voisins sont quasiment identiques.
Les figures 4.31(e), 4.31(f), 4.32(e), 4.32(f), 4.33(e), 4.33(f), 4.34(e), et 4.34(f) repre´sentent
les courbes d’isocontours des normes euclidiennes des matrices jacobiennes de sensibilite´
aux variations des variables angulaires α2 et α3. D’apre`s ces courbes, les sensibilite´s de

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la position de l’effecteur aux variations angulaires de manipulateurs ge´ne´riques et non-
ge´ne´riques voisins sont quasiment identiques.
En outre, il est important de noter que les manipulateurs e´tudie´s ne sont pas ne´cessaire-
ment plus pre´cis au voisinage de leur configuration isotrope cine´matique. En effet, nous
remarquons que les lieux de l’espace articulaire ou` la norme euclidienne des matrices ja-
cobiennes de sensibilite´ est faible ne correspondent pas ne´cessairement aux lieux ou` le
conditionnement nume´rique inverse de la matrice jacobienne cine´matique est faible. En
d’autres termes, les lieux ou` la sensibilite´ maximale du manipulateur aux variations des
longueurs et angulaires est faible ne correspondent pas ne´cessairement aux configurations
articulaires pour lesquelles le manipulateur a une bonne dexte´rite´.
En conclusion, notre travail a permis de mettre en e´vidence, a` travers plusieurs exemples,
que la ge´ne´ricite´ ou la non-ge´ne´ricite´ d’un manipulateur n’a d’influence ni sur ses perfor-
mances cine´matiques, ni sur la sensibilite´ de la position de son effecteur aux variations de
ses variables des longueurs et angulaires. Les exemples choisis sont repre´sentatifs de l’en-
semble des manipulateurs 3R. Ainsi, nous pouvons affirmer sans prendre trop de risques
que cette observation est ge´ne´ralisable a` l’ensemble des manipulateurs 3R. Cependant,
est ce que cette proprie´te´ est valable pour tous les manipulateurs ? Cette question reste
ouverte et fait partie de nos perspectives de recherche.
Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons e´tudie´ la robustesse de manipulateurs 3R afin d’identifier
les corre´lations entre la notion de ge´ne´ricite´ et la notion de robustesse. Dans un premier
temps, nous avons rappele´ diffe´rentes notions propres aux manipulateurs 3R telles que
les notions de singularite´s, d’aspect, de parcourabilite´, de cuspidalite´, de ge´ne´ricite´, et de
classes d’homotopie. Ces notions ont ensuite e´te´ utilise´es pour comparer la robustesse et
le comportement de manipulateurs ge´ne´riques et non-ge´ne´riques.
Il s’ave`re qu’un manipulateur 3R voisin d’un manipulateur non-ge´ne´rique par ses di-
mensions n’est pas robuste vis-a`-vis de sa classe d’homotopie. En effet, pour de faibles
variations de ses dimensions, sa classe d’homotopie peut changer et la topologie de ses
surfaces de singularite´s est ainsi incertaine. Ceci est particulie`rement geˆnant pour la ge´-
ne´ration de trajectoires continues. Nous avons remarque´ a` travers deux exemples que la
T-parcourabilite´ d’une trajectoire re´alise´e par un manipulateur non-ge´ne´rique peut eˆtre
fortement sensible aux variations de ses variables de conception. Ce constat est aussi
valable pour des manipulateurs ge´ne´riques situe´s au voisinage de manipulateurs non-
ge´ne´riques dans l’espace des dimensions des manipulateurs 3R.
Cependant, meˆme si les manipulateurs non-ge´ne´riques sont moins robustes que leurs ho-
mologues ge´ne´riques vis-a`-vis d’indices de performances globales, nous avons remarque´

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a` travers plusieurs exemples que leur pre´cision et leur dexte´rite´ sont similaires. De plus,
il est important de noter que les configurations du manipulateur pour lesquelles la sen-
sibilite´ de la position de l’effecteur aux variations des longueurs et angulaires est faible
ne correspondent pas ne´cessairement aux configurations pour lesquelles le manipulateur
a une bonne dexte´rite´.

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figure 4.27 – Erreurs de pre´cision maximales du manipulateur non-ge´ne´rique (resp. ge´ne´rique)
de dimensions : d2 = 1, d3 = 2, d4 = 2,5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = 90
◦, α3 = 0
◦ (resp.
α3 = 1
◦)
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figure 4.28 – Erreurs de pre´cision maximales du manipulateur non-ge´ne´rique (resp. ge´ne´rique)
de dimensions : d2 = 1, d3 = 14 (resp. d3 = 16), d4 = 15, r2 = 10, r3 = 0,
α2 = −90◦, α3 = 90◦
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figure 4.29 – Erreurs de pre´cision maximales du manipulateur non-ge´ne´rique (resp. ge´ne´rique)
de dimensions : d2 = 0 (resp. d2 = 0,1), d3 = 2, d4 = 1,5, r2 = 1, r3 = 0,
α2 = −90◦, α3 = 90◦
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figure 4.30 – Erreurs de pre´cision maximales du manipulateur non-ge´ne´rique (resp. ge´ne´rique)
de dimensions : d2 = 1, d3 = 2, d4 = 2,5, r2 = 1, r3 = 0,2, α2 = −60◦ (resp.
α2 = −58◦), α3 = 90◦
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(c) non-ge´ne´rique, sensibilite´
aux variations de d2, d3, d4, r2,
r3
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(e) non-ge´ne´rique, sensibilite´
aux variations de α2 et α3
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(f) ge´ne´rique, sensibilite´ aux va-
riations de α2 et α3
figure 4.31 – Performances cine´matiques et sensibilite´ du manipulateur non-ge´ne´rique (resp. ge´-
ne´rique) : d2 = 1, d3 = 2, d4 = 2,5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = 90
◦, α3 = 0
◦ (resp.
α3 = 1
◦)
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(c) non-ge´ne´rique, sensibilite´
aux variations de d2, d3, d4, r2,
r3
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(d) ge´ne´rique, sensibilite´ aux
variations de d2, d3, d4, r2, r3
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(e) non-ge´ne´rique, sensibilite´
aux variations de α2 et α3
−180 −90 0 90 180
−180
−90
0
90
180
10
10 10 10
10 10 10
10
10
15 15 15
15
15 15 15
15
15
15
20 20 20
20
20
20
20
20
25 25 25
25
25
25
25
25
30
30
30
30
30
30
θ2[deg]
θ 3
[d
eg
]
(f) ge´ne´rique, sensibilite´ aux va-
riations de α2 et α3
figure 4.32 – Performances cine´matiques et sensibilite´ du manipulateur non-ge´ne´rique (resp. ge´-
ne´rique) : d2 = 1, d3 = 14 (resp. d3 = 16), d4 = 15, r2 = 10, r3 = 0, α2 = −90◦,
α3 = 90
◦
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(a) non-ge´ne´rique, condition-
nement inverse de la matrice ja-
cobienne cine´matique
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(b) ge´ne´rique, conditionnement
inverse de la matrice jacobienne
cine´matique
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aux variations de d2, d3, d4, r2,
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(d) ge´ne´rique, sensibilite´ aux
variations de d2, d3, d4, r2, r3
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(e) non-ge´ne´rique, sensibilite´
aux variations de α2 et α3
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(f) ge´ne´rique, sensibilite´ aux va-
riations de α2 et α3
figure 4.33 – Performances cine´matiques et sensibilite´ du manipulateur non-ge´ne´rique (resp. ge´-
ne´rique) : d2 = 0 (resp. d2 = 0,1), d3 = 2, d4 = 1,5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = −90◦,
α3 = 90
◦
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(a) non-ge´ne´rique, condition-
nement inverse de la matrice ja-
cobienne cine´matique
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(c) non-ge´ne´rique, sensibilite´
aux variations de d2, d3, d4, r2,
r3
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(d) ge´ne´rique, sensibilite´ aux
variations de d2, d3, d4, r2, r3
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(e) non-ge´ne´rique, sensibilite´
aux variations de α2 et α3
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(f) ge´ne´rique, sensibilite´ aux va-
riations de α2 et α3
figure 4.34 – Performances cine´matiques et sensibilite´ du manipulateur non-ge´ne´rique (resp. ge´-
ne´rique) : d2 = 1, d3 = 2, d4 = 2,5, r2 = 1, r3 = 0,2, α2 = −60◦ (resp.
α2 = −58◦), α3 = 90◦
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1 Conclusion ge´ne´rale et
Perspectives
Conclusion ge´ne´rale
Le travail que nous avons pre´sente´ dans cette the`se porte sur la conception robuste de me´-
canismes. Le premier chapitre rappelle les proprie´te´s ge´ne´rales des me´canismes e´tudie´s et
pre´sente un e´tat de l’art de la conception robuste. Notre e´tude est axe´e sur les me´canismes
articule´s tels que les manipulateurs d’architecture se´rielle et d’architecture paralle`le. Nous
avons classe´ les me´thodes de re´solution de proble`mes de conception robuste en deux cate´-
gories : les me´thodes base´es sur l’optimisation statistique et les me´thodes base´es sur une
approche d’analyse de sensibilite´ des performances, (Bennis et al., 2002). Les me´thodes
d’optimisation statistique ne´cessitent la connaissance des tole´rances des variables et des
parame`tres de conception du manipulateur. Afin de de´velopper une me´thode de synthe`se
de tole´rances, nous nous sommes aide´s de l’approche d’analyse de sensibilite´.
Par ailleurs, dans tout proble`me de conception robuste, nous faisons la diffe´rence entre
trois ensembles : l’ensemble des variables de conception, l’ensemble des parame`tres de
conception environnementaux et l’ensemble des fonctions performances. Bien que les va-
leurs nominales des variables de conception soient controˆlables par le concepteur, il est
important de noter que leur valeur re´elle reste incertaine. Les parame`tres de concep-
tion environnementaux de´crivent quant a` eux l’environnement du manipulateur et sont
au dela` de la de´cision du concepteur. Enfin, les fonctions performances repre´sentent les
performances du me´canisme et de´pendent des variables et des parame`tres de conception
environnementaux, (Caro et al., 2003a).
L’un des objectifs de la the`se e´tait de synthe´tiser les tole´rances de l’Orthoglide, manipu-
lateur d’architecture paralle`le a` trois degre´s de liberte´ de´veloppe´ a` l’IRCCyN. Une e´tape
pre´alable a` la synthe`se de tole´rances est l’analyse de sa sensibilite´. En effet, la connais-
sance des coefficients de sensibilite´ de la position et de l’orientation de l’effecteur aux
variations des parame`tres ge´ome´triques facilite la synthe`se de tole´rances du manipula-
teur. Dans le deuxie`me chapitre, nous avons ainsi de´veloppe´ deux me´thodes pour analyser
la sensibilite´ de la position et de l’orientation de l’effecteur de l’Orthoglide. La premie`re
me´thode est base´e sur une analyse cine´matique du manipulateur. Cette me´thode met en
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e´vidence les variations des variables de conception les plus influentes sur la position de
l’effecteur, i.e. les variations des longueurs des articulations de type paralle´logramme et
celles de l’e´longation des actionneurs prismatiques. L’erreur d’orientation des actionneurs
prismatiques est quant a` elle peu influente sur la position de l’effecteur. Nous remarquons
par ailleurs que les variations des parame`tres ge´ome´triques du meˆme type d’une jambe a`
l’autre du manipulateur ont la meˆme influence sur la position globale du manipulateur.
Cette premie`re me´thode nous a permis d’avoir un ordre d’ide´e de l’influence des varia-
tions des diffe´rents parame`tres ge´ome´triques. Cependant, elle ne permet pas de prendre en
compte les variations des longueurs des barres des articulations de type paralle´logramme
du manipulateur. Ainsi, nous avons mis au point une deuxie`me me´thode d’analyse de
sensibilite´ afin de prendre en compte les erreurs de paralle´lisme des barres des paralle´lo-
grammes, et d’analyser la sensibilite´ de l’orientation de l’effecteur du manipulateur aux
variations de ses dimensions et de ses angles. Nous de´duisons de ces deux me´thodes que
la configuration isotrope cine´matique est celle pour laquelle la sensibilite´ de la position
et de l’orientation de l’effecteur aux variations des parame`tres ge´ome´triques est globale-
ment minimale. A l’inverse, elle est maximale au voisinage des configurations singulie`res
se´rielles, (Caro et al., 2004). Ce constat incitera donc l’utilisateur de l’Orthoglide a` cen-
trer la re´gion de l’espace de travail a` parcourir au voisinage de la position de l’effecteur
correspondant a` sa configuration isotrope cine´matique.
L’analyse de sensibilite´ de l’Orthoglide nous a permis de repe´rer les variations des para-
me`tres ge´ome´triques les plus influentes et les moins influentes sur la position et l’orien-
tation de son effecteur. La synthe`se de tole´rances des parame`tres ge´ome´triques est ainsi
simplifie´e puisque nous avons une meilleure ide´e des tole´rances des parame`tres ge´ome´-
triques a` serrer et a` e´largir.
Dans le troisie`me chapitre, nous formulons une proce´dure de synthe`se de tole´rances. Cette
proce´dure est compose´e de deux e´tapes, a` re´aliser de manie`re se´quentielle, (Caro et al.,
2005). La premie`re e´tape consiste a` rendre le me´canisme robuste afin d’e´largir le domaine
admissible de variations des variables et des parame`tres de conception. Nous proposons
ainsi un indice de robustesse optimal pour e´valuer la robustesse de la conception d’un me´-
canisme : la norme euclidienne de sa matrice jacobienne de sensibilite´. La pertinence de cet
indice a e´te´ mise en e´vidence par l’e´tude de la robustesse d’un amortisseur, (Caro et al.,
2003b). La deuxie`me e´tape consiste a` calculer les tole´rances optimales des variables de
conception d’un me´canisme. Nous avons ainsi de´veloppe´ une me´thode de synthe`se de to-
le´rances base´e sur l’approche d’analyse de sensibilite´ des performances. Cette me´thode de
synthe`se de tole´rances vise a` maximiser l’hyper-volume de la boˆıte de tole´rances incluse
dans tous les hyper-ellipso¨ıdes de sensibilite´ du me´canisme e´tudie´. L’absence de pie`ce de´-
fectueuse dans la boˆıte de tole´rances obtenue fait partie des avantages de cette me´thode.
De plus, la proce´dure en deux e´tapes permet de simplifier la synthe`se de tole´rances de

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conceptions complexes. En effet, l’e´largissement du domaine admissible de variations des
variables et des parame`tres de conception et le calcul de la boˆıte de tole´rances la plus
volumineuse inscrite dans ce domaine est plus simple que le calcul des valeurs nominales
des variables de conception et de leur tole´rance simultane´ment. Pour illustrer la proce´-
dure de synthe`se de tole´rances propose´e, deux manipulateurs d’architecture se´rielle et un
manipulateur d’architecture paralle`le ont e´te´ e´tudie´s.
Dans le quatrie`me chapitre, nous avons e´tudie´ la robustesse de manipulateurs 3R. La
motivation principale e´tait de re´pondre a` la question suivante : les manipulateurs ge´ne´-
riques sont-ils plus robustes que leurs homologues non-ge´ne´riques ? Pour cela, nous avons
exploite´ diffe´rentes proprie´te´s de la robotique telles que la parcourabilite´, la pre´cision,
la dexte´rite´. Il s’ave`re qu’un manipulateur 3R voisin d’un manipulateur non-ge´ne´rique
par ses dimensions n’est pas robuste vis-a`-vis de sa classe d’homotopie. En effet, pour de
faibles variations de ses dimensions, sa classe d’homotopie peut changer et la topologie de
ses surfaces de singularite´s est ainsi incertaine. Ceci est particulie`rement geˆnant pour la
ge´ne´ration de trajectoires continues. Nous avons remarque´ a` travers deux exemples que la
T-parcourabilite´ d’une trajectoire re´alise´e par un manipulateur non-ge´ne´rique peut eˆtre
aussi fortement sensible aux variations de ses variables de conception. Cependant, meˆme si
les manipulateurs non-ge´ne´riques sont moins robustes que leurs homologues ge´ne´riques vis-
a`-vis d’indices de performances globales, nous avons remarque´ a` travers plusieurs exemples
que leur pre´cision et leur dexte´rite´ sont similaires.
Perspectives
La proce´dure de synthe`se de tole´rances propose´e dans cette the`se est inte´ressante puis-
qu’elle inte`gre la notion de robustesse. Elle pre´sente aussi l’avantage de rendre les e´tapes de
dimensionnement et de synthe`se de tole´rances d’un me´canisme inde´pendantes. En outre,
l’analyse de sensibilite´ de l’Orthoglide donne une bonne indication de l’influence des va-
riations de ses parame`tres ge´ome´triques sur la position et l’orientation de l’effecteur. En
revanche, ces e´tudes ne sont qu’une e´tape pre´alable a` la synthe`se de tole´rances ge´ome´-
triques d’un me´canisme. En effet, a` de´faut de fournir les tole´rances ge´ome´triques optimales
d’un me´canisme a` son concepteur, les re´sultats obtenus avec les me´thodes propose´es dans
cette the`se sont suffisants pour le guider dans ses choix de tole´rances. L’une des perspec-
tives de notre travail de recherche est ainsi de de´velopper une me´thodologie de synthe`se de
tole´rances ge´ome´triques. Cette me´thodologie pourra s’appuyer sur les me´thodes d’analyse
de sensibilite´ et de synthe`se des tole´rances des dimensions de me´canismes de´veloppe´es
dans cette the`se.
Une autre extension possible de notre travail de recherche est l’e´tude de la sensibilite´ de
me´canismes hyperstatiques. A cet effet, il est ne´cessaire de prendre en compte les de´for-

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mations des e´le´ments du me´canisme. Ceci pourra eˆtre re´alise´ au moyen d’une mode´lisation
des pie`ces en e´le´ments finis, ou en mode´lisant des raideurs localise´es par des articulations
flexibles fictives, (Majou, 2004).
L’Orthoglide appartient a` une famille de manipulateurs Delta- line´aires, i.e. manipula-
teurs d’architecture paralle`le comprenant des articulations prismatiques motorise´es et des
articulations de type paralle´logramme. Les me´thodes d’analyse de sensibilite´ de´veloppe´es
dans cette the`se pourront ainsi eˆtre utilise´es pour comparer la sensibilite´ de manipulateurs
Delta - line´aires. Ces me´thodes d’analyse de sensibilite´ pourront aussi eˆtre ame´liore´es pour
prendre en compte les erreurs de paralle´lisme des axes des articulations roto¨ıdes des paral-
le´logrammes et les jeux dans les diffe´rentes articulations. Une extension de l’application
de ces me´thodes a` d’autres manipulateurs d’architecture paralle`le fait aussi partie des
perspectives de notre travail de recherche.
Enfin, l’e´tude de la robustesse de manipulateurs 3R a mis en e´vidence que la ge´ne´ri-
cite´ ou la non-ge´ne´ricite´ d’un manipulateur 3R n’a pas d’influence sur ses performances
cine´matiques et sur la sensibilite´ de la position de son effecteur aux variations de ses
variables dimensionnelles. Cependant, est-ce que cette proprie´te´ est ge´ne´ralisable a` tous
les manipulateurs ? Cette question reste ouverte et fait partie de nos axes de recherche
futurs.
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Cette annexe pre´sente un parame´trage et une mise en e´quations simplifie´s du manipu-
lateur Orthoglide. Par ailleurs, une me´thode est introduite pour calculer les limites des
articulations prismatiques. Enfin, les tole´rances de ces limites articulaires sont calcule´es
de telle fac¸on que l’erreur des indices de performances cine´matiques n’exce`de pas 10%.
A.1 Parame´trage du manipulateur
L’ensemble ope´rationnel de l’Orthoglide est syme´trique par rapport aux axes x, y, z. Ainsi,
l’e´tude cine´matique de la conception peut eˆtre re´duite a` celles des points appartenant a`
l’axe Q1Q2, la bissectrice du premier octant, (Chablat et Wenger, 2003).
136 Annexe A. Mode`le simplifie´ de l’Orthoglide et tole´rances des limites articulaires
A.1.1 Ge´ome´trie du manipulateur
Soit p = (px,py,pz) les coordonne´es de l’effecteur dans l’espace carte´sien et ρ = (ρx,ρy,ρz)
celles des articulations prismatiques. L est la longueur principale des paralle´logrammes.
Par convention, le point de coordonne´es p0 = (0,0,0) correspond a` l’intersection des droites
qui portent les articulations prismatiques. Les coordonne´es des articulations prismatiques
sont e´gales a` ρ = (L,L,L) lorsque l’effecteur se trouve dans cette position (cf. figures A.1
et A.2).
figure A.1 – Mode`le simplifie´ de l’Ortho-
glide
figure A.2 – Posture ze´ro de l’Orthoglide
Par ailleurs, les articulations prismatiques sont borne´es pour des raisons pratiques et
technologiques :
0 < ρx 6 2L (A.1a)
0 < ρy 6 2L (A.1b)
0 < ρz 6 2L (A.1c)
Les relations entre les variables articulaires et les coordonne´es carte´siennes de l’effecteur
sont les suivantes :
(px − ρx)2 + p2y + p2z = L2 (A.2a)
p2x + (py − ρy)2 + p2z = L2 (A.2b)
p2x + p
2
y + (pz − ρz)2 = L2 (A.2c)

137
A.1.2 Mode`le Ge´ome´trique Inverse
Nous de´duisons le Mode`le Ge´ome´trique Inverse du manipulateur des e´quations (A.2a) a`
(A.2c).
ρx = px + sx
√
L2 − p2y − p2z (A.3a)
ρy = py + sy
√
L2 − p2x − p2z (A.3b)
ρz = pz + sz
√
L2 − p2x − p2y (A.3c)
ou` sx,sy,sz = ±1 caracte´risent les diffe´rentes configurations du manipulateur et de´pendent
des signes de ρx − px, ρy − py et ρz − pz. Ces configurations sont repre´sente´es par la
figure A.1 ou` θx, θy, θz sont les angles entre les barres et les articulations prismatiques.
Nous montrons aise´ment que sx = sy = sz = 1 lorsque les angles (θx, θy, θz ∈ [90◦,180◦].
Par ailleurs les configurations pour lesquelles un des angles θq, q ∈ (x,y,z), est e´gal a` 90◦
sont singulie`res se´rielles. Il est aussi e´vident que les e´quations (A.2a) a` (A.2c) donnent
huit solutions au mode`le ge´ome´trique inverse.
A.1.3 Mode`le Ge´ome´trique Direct
Les solutions au Mode`le Ge´ome´trique Direct du manipulateur sont exprime´es de la manie`re
suivante :
px =
ρx
2
+
T
ρx
(A.4a)
py =
ρy
2
+
T
ρy
(A.4b)
pz =
ρz
2
+
T
ρz
(A.4c)
ou` T est une variable scalaire auxiliaire et permet d’e´crire le mode`le ge´ome´trique du
manipulateur sous forme quadratique :
AT 2 + 2BT + C = 0 (A.5)
les coefficients A, B, C ayant pour valeurs :
A = (ρxρy)
2 + (ρxρz)
2 + (ρyρz)
2 (A.6a)
B = (ρxρyρz)
2 /2 (A.6b)
C =
(
ρ2x + ρ
2
y + ρ
2
z − 4L2
)
(ρxρyρz)
2 /4 (A.6c)
Les solutions au mode`le ge´ome´trique direct du manipulateur sont ainsi les racines de
l’e´quation de l’e´quation (A.5). Il faut cependant faire attention au calcul de ces racines.
D’apre`s Angeles (2002), il ne faut pas calculer les racines de l’e´quation (A.5) en utilisant
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la forme standard des solutions d’une e´quation quadratique. Il est pre´fe´rable d’utiliser
une approche robuste pour e´viter l’annulation d’une des racines lorsque B2 ≫ AC, qui
conduirait a` une racine nulle errone´e. A cet effet, nous calculons dans un premier temps
la racine ayant la plus grande valeur absolue appele´e :
T1 =
−B − sign(B)√B2 − AC
A
(A.7)
ou` sign(B) = 1 si B > 0 et sign(B) = −1 si B < 0. Dans le cas ou` B = 0, les deux
racines de l’e´quation quadratique sont syme´triques.
T12 =
±√−AC
A
(A.8)
Dans le cas ou` B 6= 0, la seconde racine est calcule´e de la fac¸on suivante :
T2 =
C
AT1
(A.9)
Nous pouvons remarquer que la solution pour laquelle B2 = AC correspond a` une confi-
guration singulie`re paralle`le, les paralle´logrammes sont paralle`les a` un meˆme plan et le
manipulateur est plat.
A.2 Performances au sein de l’espace de travail
Dans cette partie, nous allons voir que l’e´tude cine´matique du manipulateur sur son en-
semble ope´rationnel peut eˆtre re´duite a` l’e´tude du comportement du manipulateur selon
un axe, appele´ Q1Q2.
A.2.1 Analyse de la matrice jacobienne cine´matique
Comme le montre la figure A.3, l’ensemble ope´rationnel exempt de singularite´ de l’Ortho-
glide est la sphe`re de rayon L, de centre P0(0,0,0) et borne´e par les singularite´s paralle`les
plates, dans le premier octant. Ces proprie´te´s sont de´finies a` partir de la matrice jaco-
bienne cine´matique du manipulateur, dont l’expression analytique de son inverse est la
suivante :
J−1(p,ρ) =


1
py
px − ρx
pz
px − ρxpx
py − ρy 1
pz
py − ρy
px
pz − ρz
py
pz − ρz 1

 (A.10)
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figure A.3 – Partie de l’ensemble ope´rationnel exempt de singularite´
L’expression analytique du de´terminant de la matrice jacobienne de´coule de l’e´quation (A.10).
det
(
J−1
)
=
pxρyρz + ρxpyρz + ρxρypz − ρxρyρz
(px − ρx)(py − ρy)(pz − ρz) (A.11)
Cette expression nous permet de trouver les configurations singulie`res se´rielles et paralle`les
du manipulateur, i.e. celles qui annulent le de´terminant de J et celles qui le font tendre
vers l’infini, respectivement.
D’apre`s l’e´quation (A.10), il est e´vident que la configuration isotrope est atteinte lorsque
l’effecteur P du manipulateur se situe en P0(0,0,0) puisque la matrice jacobienne cine´ma-
tique est la matrice identite´ en ce point.
A.2.2 Les proprie´te´s du manipulateur selon Q1Q2
L’ensemble ope´rationnel du manipulateur est syme´trique par rapport aux axes x, y, z.
L’analyse des proprie´te´s cine´matiques du manipulateur peut ainsi eˆtre re´duite a` l’e´tude
selon l’axe Q1Q2, la bissectrice du premier octant de l’ensemble ope´rationnel. Les coor-
donne´es carte´siennes de l’effecteur et les coordonne´es articulaires sont identiques le long
de cet axe. Soit p = px = py = pz et ρ = ρx = ρy = ρz les coordonne´es carte´siennes de
l’effecteur et les coordonne´es articulaires le long de cet axe, respectivement. L’expression
de la matrice jacobienne inverse est ainsi la suivante :
J−1(χ) =


1 χ χ
χ 1 χ
χ χ 1

 (A.12)
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ou` χ est un scalaire adimensionnel, dont l’expression est la suivante :
χ = − p√
L2 − 2p2 (A.13)
Par ailleurs, les coordonne´es carte´siennes et articulaires le long de Q1Q2 sont exprime´es
en fonction de χ :
p = − χL√
1 + 2χ2
(A.14)
ρ = − (1− χ)L√
1 + 2χ2
(A.15)
Comme le montre la figure A.4, la directionQ1Q2 comprend des points singuliers de nature
diffe´rente. P1, P2, P3 correspondent a` des configurations singulie`res paralle`les alors que
P4 correspond a` une configuration singulie`re se´rielle. D’apre`s Paskevitch et al. (2005), la
pz
22
yx ppr +=
P2
P4
P1
P3
Espace de travail libre
de singularité
Q2
Q1
O
figure A.4 – Espace de travail selon la direction Q1Q2
portion de la direction de Q1Q2 libre de configuration singulie`re est celle pour laquelle
χ ∈ [−0,5; 1]. Les intervalles de p et ρ correspondant sont [−L/√3;L/√6] et [0;L
√
3/2],
respectivement. Dans cette re´gion, la relation entre les coordonne´es p et ρ est monotone.
A.3 Calcul des limites articulaires
Les limites articulaires sont calcule´es en utilisant la techniqueQ-axis pre´sente´e par Paskevitch et al.
(2005). Cette me´thode consiste a` de´finir deux points Q1 et Q2 sur une ligne bissectrice
de l’espace de travail. Il est e´vident que le segment [Q1Q2] doit comprendre le point iso-
trope O et les performances cine´matiques aux points Q1 et Q2 doivent eˆtre similaires.
Deux crite`res d’e´valuation de la dexte´rite´ du manipulateur sont ici propose´s pour calculer
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ses limites articulaires : le conditionnement de la matrice jacobienne cine´matique et les
facteurs d’amplification de vitesse. Par ailleurs, l’e´tude est mene´e pour une longueur des
paralle´logrammes unitaire, i.e. L = 1.
A.3.1 Au moyen du conditionnement nume´rique de J
Le conditionnement nume´rique κ(J) de la matrice jacobienne cine´matique e´value la dis-
tance des configurations du manipulateur aux singularite´s. Ce conditionnement est le
ratio de la plus grande valeur singulie`re sur la plus petite valeur singulie`re de la matrice
jacobienne cine´matique ou encore le rapport des longueurs des grands et petits axes de
l’ellipso¨ıde de manipulabilite´. D’apre`s l’e´quation (A.12), le conditionnement nume´rique de
la matrice jacobienne cine´matique de l’Orthoglide atteint sa valeur optimale en O(0,0,0)
ou` il est e´gal a` 1. Ailleurs, sa valeur est toujours supe´rieure a` 1. Les limites articulaires
sont calcule´es a` partir de l’ine´galite´ suivante :
κ
(
J−1(ρ)
)
6 δ (A.16)
ou` δ est la limite supe´rieure de cet indice de performance de´finie par le concepteur.
L’expression analytique du conditionnement nume´rique de la matrice jacobienne cine´ma-
tique est la suivante :
κ (J(χ)) =


1 +
3χ
1− χ lorsque χ ∈]0,1[
1− 3χ
1 + 2χ
lorsque χ ∈]− 1
2
,0[
(A.17)
Les expressions de χ1 et χ2, bornes de χ, sont de´duites de l’e´quation (A.17) :
χ1 = −(δ − 1)(2δ + 1) (A.18a)
χ2 = (δ − 1)(δ + 2) (A.18b)
Les e´volutions du conditionnement inverse de la matrice jacobienne cine´matique en fonc-
tion de χ et de ρ sont repre´sente´es par les figures A.5(a) et A.5(b), respectivement.
A.3.2 Au moyen des facteurs d’amplification de vitesse
Les facteurs d’amplification de vitesse e´valuent le rapport entre la vitesse de l’effecteur
du manipulateur et la vitesse du point correspondant dans l’ensemble articulaire. Par
exemple, le facteur d’amplification de vitesse d’un mouvement de direction e en un point
P de coordonne´es p est donne´ par l’e´quation suivante :
λ(p,e) = ‖J(p)−1e‖−1 (A.19)
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(a) fonction de χ (b) fonction de ρ
figure A.5 – Conditionnement nume´rique inverse de la matrice jacobienne cine´matique
avec eTe = 1. Ce facteur est borne´ par les valeurs singulie`res minimale et maximale de J.
Les limites articulaires peuvent ainsi eˆtre calcule´es a` partir de l’ine´galite´ suivante :
λmin 6 λ(ρ,e) 6 λmax , ∀ρ ∈ [ρmin; ρmax] , ∀e : ‖e‖ = 1 (A.20)
ou` λ(ρ,e) est le facteur d’amplification de vitesse le long de la directionQ1Q2 et λmin, λmax,
sont les spe´cifications de conception donne´es par le cahier des charges, λmin 6 1 6 λmax.
λ1 = 1 + 2χ et λ2 = λ3 = 1 − χ sont les valeurs singulie`res de la matrice jacobienne
cine´matique. Connaissant les bornes des facteurs d’amplification de vitesse, λmin et λmax,
l’intervalle de variations de χ tole´re´ est [χ1, χ2], tel que :
χ1 = max
{
1− λmax , λmin − 1
2
}
(A.21a)
χ2 = min
{
1− λmin , λmax − 1
2
}
(A.21b)
Les e´volutions des facteurs d’amplification de vitesse de la matrice jacobienne cine´matique
en fonction de χ et de ρ sont repre´sente´es par les figures A.6(a) et A.6(b), respectivement.
A.4 Synthe`se de tole´rances des limites articulaires
Comme indique´ dans la partie pre´ce´dente, les limites articulaires peuvent eˆtre calcule´es en
fonction des indices de performances cine´matiques. Les variations des limites articulaires
n’ont cependant pas e´te´ prises en compte. Les variations des limites articulaires peuvent
en effet modifier les limites des indices de performances de´sire´es. Par ailleurs, les varia-
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(a) fonction de χ (b) fonction de ρ
figure A.6 – Facteurs d’amplification de vitesse
tions des limites articulaires n’ont pas ne´cessairement les meˆmes influences. D’apre`s la
figure A.5(b), une variation de la limite articulaire ρmax aura plus d’influence sur la li-
mite δ du conditionnement nume´rique de la matrice jacobienne cine´matique qu’une meˆme
variation de la limite articulaire ρmin. Ainsi, connaissant l’erreur tole´re´e des limites des
indices de performances cine´matiques, il est possible de calculer les tole´rances optimales
des limites articulaires.
A.4.1 Synthe`se de tole´rances au moyen du conditionnement de J
Proble´matique : En conside´rant que la limite du conditionnement nume´rique inverse de
la matrice jacobienne cine´matique soit e´gale a` 0,4, i.e. 1/δ = 0,4 et qu’une erreur de
10% est tole´re´e sur cette limite, quelles sont les tole´rances optimales a` allouer aux limites
articulaires ?
Les e´quations () et () permettent de calculer les valeurs de χ pour lesquelles le condition-
nement nume´rique inverse est e´gal a` δ. Les valeurs de ρ sont ensuite calcule´es a` l’aide
de l’e´quation (A.15). En outre, les tole´rances des limites articulaires sont de´duites des
valeurs de ρ pour lesquelles le conditionnement nume´rique est e´gal a` δ − 0,1δ. D’apre`s la
figure A.7(a), les tole´rances a` allouer aux limites articulaires pour une valeur de 1/δ de
0,4 sont e´gales a` :
∆ρmin = 4,29% (A.22a)
∆ρmax = 0,76% (A.22b)
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(a) au moyen du conditionnement nume´rique
de la matrice jacobienne cine´matique
(b) au moyen des facteurs d’amplification de
vitesse
figure A.7 – Synthe`se des tole´rances des limites articulaires
A.4.2 Synthe`se de tole´rances au moyen des facteurs d’amplifi-
cation de vitesse
Proble´matique : En conside´rant que les facteurs d’amplification de vitesse soient compris
entre 0,4 et 1,4 et qu’une erreur de 10% est tole´re´e sur ces limites, quelles sont les tole´rances
optimales a` allouer aux limites articulaires ?
Les e´quations (A.21a) et (A.21b) permettent de calculer les valeurs de χ limitant le do-
maine dans lequel les facteurs d’amplification de vitesse sont compris entre 0,4 et 1,4. Les
limites des articulations prismatiques correspondantes sont calcule´es en utilisant l’e´qua-
tion (A.15). D’apre`s la figure A.7(b), les tole´rances optimales des limites articulaires sont
e´gales a` :
∆ρmin = 8,78% (A.23a)
∆ρmax = 0,58% (A.23b)
En conclusion, quel que soit l’indice de performance choisi, la tole´rance a` allouer a` la limite
articulaire maximale est plus faible que celle a` allouer a` la limite articulaire minimale.

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Conditions d’isotropie du
manipulateur 2R
Cette annexe vise a pre´senter les conditions d’isotropie du manipulateur 2R repre´sente´
par la figure B.1. Les e´quations des coordonne´es de l’effecteur du manipulateur en fonction
q1
q2
l1
l2
A
B
E
y
x
figure B.1 – Manipulateur 2R
des longueurs l1 et l2 de ses barres sont les suivantes :
x = l1 cos(θ1) + l2 cos(θ1 + θ2) (B.1a)
y = l1 sin(θ1) + l2 sin(θ1 + θ2) (B.1b)
L’expression de la matrice jacobienne cine´matique du manipulateur est ainsi :
J =
(
−l1 sin(θ1)− l2 sin(θ1 + θ2) −l2 sin(θ1 + θ2)
l1 cos(θ1) + l2 cos(θ1 + θ2) l2 cos(θ1 + θ2)
)
(B.2)
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Nous en de´duisons l’expression de ses valeurs singulie`res minimale et maximale, i.e. σ1 et
σ2 :
σ21 = l
2
2 + l1l2 cos(θ2) +
l21
2
(B.3)
−1
2
√
4l42 + 8l
3
2l1 cos(θ2) + 8l
2
2l
2
1 cos(θ2) + 4l2l
3
1 cos(θ2) + l
4
1
σ21 = l
2
2 + l1l2 cos(θ2) +
l21
2
(B.4)
+
1
2
√
4l42 + 8l
3
2l1 cos(θ2) + 8l
2
2l
2
1 cos(θ2) + 4l2l
3
1 cos(θ2) + l
4
1
Le conditionnement nume´rique de la matrice jacobienne cine´matique est minimal lorsque
σ1 = σ2, i.e. lorsque le terme sous la racine carre´e des e´quations (B.3) et (B.4) est nul.
Ce terme est nul lorsque :
cos(θ2) =
− l
2
2
2
− l
2
1
4
− 1
4
I(−2l22 + l21)
l1l2
(B.5)
D’apre`s l’e´quation (B.5), cos(θ2) est re´el si et seulement si :
l2 =
√
2
2
l1 (B.6)
et sa valeur est e´gale a` −
√
2
2
, i.e. θ2 = ±3π
4
.
En de´finitive, le manipulateur 2R pre´sente une infinite´ de configurations isotropes cine´ma-
tiques. Il est isotrope lorsque le ratio
l2
l1
est e´gal a`
√
2
2
et l’angle de la deuxie`me articulation
roto¨ıde e´gal a` ±3π
4
. La figure repre´sente ainsi une configuration isotrope cine´matique du
manipulateur 2R.
q1
q p2=3 /4
l1
l2
A
B
figure B.2 – Une configuration isotrope cine´matique du manipulateur 2R
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